á. ì. çÏÒÏÄÅÎÃÅŒ^1

æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ, ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ É

ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ

üÔÏ ÚÁÐÉÓËÉ ÚÁÎÑÔÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ ÐÒÏŒÏÄÉÌ Œ 57-Ê É 179-Ê ÍÏÓËÏŒ- ÓËÉÈ ÛËÏÌÁÈ É ÎÁ ÌÅÔÎÅÊ ÛËÏÌÅ Œ äÕÂÎÅ, Á ÔÁËÖÅ ÌÅËÃÉÉ, ÐÒÏÞÉÔÁÎ- ÎÏÊ ÍÎÏÀ ÎÁ ÍÁÌÏÍ ÍÅÈ-ÍÁÔÅ 25 ÁÐÒÅÌÑ 2009 ÇÏÄÁ. ïÔ ÕÞÁÓÔÎÉËÏŒ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÏÓØ ÎÉËÁËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÐÏÚÎÁÎÉÊ ËÒÏÍÅ ÕÍÅÎÉÑ (É ÉÚŒÅÓÔÎÏÇÏ ÖÅÌÁÎÉÑ) ÒÁÓËÒÙŒÁÔØ ÓËÏÂËÉ. ãÅÌØÀ ÚÁÎÑÔÉÊ ÂÙÌÏ ÚÎÁ- ËÏÍÓÔŒÏ Ó ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ŒËÌÀÞÁÑ ÂÉÎÏÍ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÏËÁÚÁÔÅ- ÌÅÍ) É ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ. œÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ Œ ÔÅËÓÔÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÐÒÉÚŒÁÎÙ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉŒÛÉÅ Œ ÒÅÁÌØÎÏÓÔÉ ÄÉÁÌÏÇÉ ÐÒÅÐÏÄÁŒÁÔÅÌÑ Ó ÁÕÄÉÔÏÒÉÅÊ. œÓÅ ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ É ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.

óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ

óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 §1 áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÒÑÄÁÍÉ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 §2 ïÂÒÁÝÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ É ÒÅÛÅÎÉÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . 3 §3 äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 §4 ìÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÅ É ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÒÑÄÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 §5 âÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 §6 œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÓÕÍÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

íÏÓËŒÁ. íÁÊ 2009.

1æÁËÕÌØÔÅÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ çõ { œûü; çÒÕÐÐÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ éôüæ; îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ ÕÎÉ- ŒÅÒÓÉÔÅÔ; mailto: gorod@itep.ru ; http://wwwth.itep.ru/~gorod

§1. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÒÑÄÁÍÉ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ.

1.1. óÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ

f(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · (1-1)

ÇÄÅ x | ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, Á a_i | ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÏŒÏÇÏ ÐÏÌÑ F. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ F ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q, ÉÌÉ ÐÏÌÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R, ÉÌÉ ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C (ÅÓÌÉ ŒÙ Ó ÎÉÍ ÚÎÁËÏÍÙ). œÓč, ÞÔÏ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÔ ÞÉÓÅÌ | ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÉÔØ Ó ÎÉÍÉ ÞÅÔÙÒÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔŒÉÑ: ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÄÅÌÅÎÉÅ (ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÞÉÓÌÁ), ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÞÔÏ É ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁÄ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. œÙÒÁÖÅÎÉÅ (1-1) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÄŒÁ ÒÑÄÁ ÒÁŒÎÙ, ÅÓÌÉ ÒÁŒÎÙ ŒÓÅ ÉÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÏÒÍÁÌØ- ÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÞÉÓÌÏŒÏÇÏ ÐÏÌÑ F ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ F[[x]]. òÑÄ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a_i ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ F[x] ⊂ F[[x]]. îÏÍÅÒ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ F[x] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg(f) .

1.2. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÒÑÄÁÍÉ. ïÐÅÒÁÃÉÑ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÒÑÄÁÍ f_1; f_2; : : : ; f_n ÎÏŒÙÊ ÒÑÄ g, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÑÄÁ g ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞ- ÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔŒÉÊ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÑÄÏŒ f_1; f_2; : : : ; f_n.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ, ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÝÉÅ ÐÏ ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ

f(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · g(x) = b_0 + b_1x + b_2x^2 + · · · ;

(1-2)

ÔÏ ÒÑÄÙ f(x) + g(x) = s_0 + s_1x + s_2x^2 + · · · É f(x) · g(x) = p_0 + p_1x + p_2x^2 + · · · ÉÍÅÀÔ ÐÒÉ x^m ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ

s_m = a_m + b_m É p_m = a_0b_m + a_1b_{m−1} + · · · + a_{m−1}b_1 + a_mb_0 = m∑ i=0 a_ib_{m−i} ; (1-3)

ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÌÏÖÅÎÉÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÑÄÏŒ f É g.

îÁÐÒÏÔÉŒ, ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ŒÍÅÓÔÏ x ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x = ¸ ∈ F ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ĂŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑĄ f(¸) ÐÒÉ ¸ ≠ 0 ÄÌÑ ÒÑÄÁ f Ó ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÏÖÅÔ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÉÓÅÌ. ôÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x = 0 ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ÌÀÂÏÊ ÒÑÄ, É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÔÁËÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÂÕÄÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ.

á ŒÏÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ Œ ÒÑÄ f(x) ŒÍÅÓÔÏ x ÄÒÕÇÏÇÏ ÒÑÄÁ g(x) = b_1x + b_2x^2 + · · · ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÁËÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÑÄ f(g(x)) = ∑ k⩾0 a_k(b_1x + b_2x^2 + · · · )^k =

= a_0 + a_1(b_1x + b_2x^2 + · · · ) + a_2(b_1x + b_2x^2 + · · · )^2 + a_3(b_1x + b_2x^2 + · · · )^3 + · · · = = a_0 + (a_1b_1) · x + (a_1b_2 + a_2b^2_1) · x^2 + (a_1b_3 + 2 a_2b_1b_2 + a_3b^3_1) · x^3 + · · · ;

Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^m ÏËÁÚÙŒÁÀÔ ŒÌÉÑÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒŒÙÅ m ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ (ŒÓÅ ÐÏÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ x^{m+1}), ÐÒÉÞčÍ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ŒËÌÁÄ Œ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^m ŒÎÏÓÉÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ. 2

1.3. äÅÌÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ. òÑÄ f(x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÑÄ g(x), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(x) · g(x) = 1. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÑÄ g(x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÒÑÄÕ f(x) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ 1=f(x) ÉÌÉ f^{−1}(x) . åÓÌÉ ÒÑÄ f(x) ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ ÎÁ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÉÔØ: ÞÁÓÔÎÙÍ h(x)=f(x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄ h(x) · f^{−1}(x) .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ (1 − x)(1 + x + x^2 + x^3 + x^4 + · · · ) = 1, ÏÔËÕÄÁ 1 1 − x

= 1 + x + x^2 + x^3 + · · · = ∑ k⩾0 x^k : (1-4)

æÏÒÍÕÌÁ (1-4) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ. ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ËÏÎÓÔÁÔÉÒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÅÖÄÕ ÒÑÄÁÍÉ, ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÔØ Œ ÎÅÇÏ ŒÍÅÓÔÏ x ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÞÉÓÌÁ | ÔÁËÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ É ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ Œ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÔØ ŒÍÅÓÔÏ x ÌÀÂÙÅ ÒÑÄÙ ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ŒÍÅÓÔÏ x ÏÄÎÏÞÌÅÎ ¸x^m, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÚ (1-4) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 1 1 − ¸x^m

= 1 + ¸x^m + ¸^2x^{2m} + ¸^3x^{3m} + · · · = ∑ k⩾0 ¸^kx^{km} ; (1-5)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. ñŒÎÏ ŒÙÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÏŒ Á) 1=(1+x) Â) 1=(1±x^m) Œ) 1=(1+x+x^2)

1.3.1. ðòåäìïöåîéå. òÑÄ f(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a_0 ≠ 0. ïÂÒÁÔÎÙÊ ÒÑÄ f^{−1}(x) Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ f , É ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÒÑÄÁ

f → f^{−1}

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÑÄ f^{−1}(x) = b_0 + b_1x + b_2x^2 + · · · ∈ F[[x]], ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(x) · f^{−1}(x) = 1, ÔÏ a_0b_0 = 1, ÏÔËÕÄÁ a_0 ≠ 0. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ a_0 ≠ 0. ðÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ- ŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ x Œ ÐÒÁŒÏÊ É ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f(x) · f^{−1}(x) = 1, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ b_i ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

a_0b_0 = 1 a_0b_1 + a_1b_0 = 0 a_0b_2 + a_1b_1 + a_2b_0 = 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · a_0b_˚ + a_1b_{˚−1} + · · · + a_˚ b_0 = 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ;

(1-6)

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÉ ŒÓÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ b_0 = 1=a_0 É ÄÁÌÅÅ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ k � 1, b_k = −(a_1b_{k−1} + a_2b_{k−2} + · · · + a_kb_0)=a_0. □

§2. ïÂÒÁÝÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ É ÒÅÛÅÎÉÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ.

2.1. þÉÓÌÁ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ u_n ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ u_0 = 0, u_1 = 1 É u_k = u_{k−1} + u_{k−2} ÐÒÉ k � 2, Ô. Å. ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ŒÔÏÒÏÇÏ, ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ÄŒÕÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ.

ëÁË ÑŒÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ u_k ÞÅÒÅÚ k ? äÌÑ ÏÔŒÅÔÁ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ

u(x) = ∑ k⩾0 u_kx^k = u_0 + u_1x + u_2x^2 + · · · ;

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ. œÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ k � 2 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ u_k − u_{k−1} − u_{k−2} = 0 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Õ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÑÄÏŒ

(1 − x − x^2) · (u_0 + u_1x + u_2x^2 + u_3x^3 + u_4x^4 + · · · ) (2-1)

ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ x^k Ó k � 2. á ÐÏÓËÏÌØËÕ u_0 = 0 É u_1 = 1, ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ x . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

u(x) = u_0 + u_1x + u_2x^2 + u_3x^3 + u_4x^4 + · · · = x 1 − x − x^2

; (2-2)

É ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÑŒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ k-ÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁÚŒÅÒÔÙŒÁÎÉÀ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍ Åč ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒčÈÞÌÅÎ t^2+p t+q ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÉ a É b, ÔÁË ÞÔÏ t^2+p t+q = (t−a)(t−b).

õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ 1 + p x + q x^2 = (1 − ax)(1 − bx) . ëÏÒÎÑÍÉ ÔÒčÈÞÌÅÎÁ t^2 − t − 1 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ a = ( 1 + √ 5 ) =2 É b = ( 1 − √ 5 ) =2 , É ÐÏ ÕÐÒ. 2.1 x 1 − x − x^2 = x (1 − ax)(1 − bx) : üÔÕ ÄÒÏÂØ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ÄÒÏÂÅÊ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑÍÉ: x (1 − ax)(1 − bx) = ¸ 1 − ax + ˛ 1 − bx

; (2-3)

ÇÄÅ ¸ É ˛ | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÎÁÊÄčÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (2-3) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ x = ¸(1 − bx) + ˛(1 − ax) ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, É ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏ x, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÅÇÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ ÄŒÕÈ ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x.

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ x = 1=a, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ¸ = 1=(a − b), Á ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ x = 1=b, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ˛ = −1=(a − b) . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (2-2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ ÄŒÕÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ: x (1 − ax)(1 − bx) = 1 (a − b) · ( 1 1 − ax − 1 1 − bx ) = 1 (a − b) · ∑ k⩾0 (a^k − b^k) · x^k ;

É ÉÓËÏÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ k-ÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

u_k = a^k − b^k a − b

; ÇÄÅ a = 1 + √ 5 2 ; b = 1 − √ 5 2 : (2-4)

2.2. òÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ n-ÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_i | ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ŒÉÄÁ a_k = ¸_1a_{k−1} + ¸_2a_{k−2} + · · · + ¸_na_{k−n} ; (2-5) Œ ËÏÔÏÒÏÍ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n | ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ¸_n ≠ 0) É ËÏ- ÔÏÒÏÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ k � n. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (2-5) ŒÙÒÁÖÁÅÔ k-ÔÙÊ ÞÌÅÎ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ n ÞÌÅÎÏŒ É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁčÔ ŒÓÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_k, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ ÉÚ- ŒÅÓÔÎÙ Åč ÐÅÒŒÙÅ n ÞÌÅÎÏŒ a_0; a_1; : : : ; a_{n−1} . òÅÛÉÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (2-5) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ a_0; a_1; : : : ; a_{n−1} ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÑŒÎÏ ŒÙÒÁÖÁÀÝÕÀ a_k ÞÅÒÅÚ k ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ k.

ôÁË, ÆÏÒÍÕÌÁ (2-4) ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ ÒÅÛÁÅÔ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ u_k = u_{k−1} + u_{k−2} Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ u_0 = 0, u_1 = 1. óÐÏÓÏÂ, ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉÍÅÎčÎ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (2-5) Ó ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÍÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÅÒÅÐÉÓÙŒÁÑ (2-5) Œ ŒÉÄÅ

a_k − ¸_1a_{k−1} − ¸_2a_{k−2} − · · · − ¸_na_{k−n} = 0 (2-6)

É ÓÒÁŒÎÉŒÁÑ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏ ŒÔÏÒÏÊ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (1-3) ÎÁ ÓÔÒ. 2, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2-6) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

p(x) = (1 − ¸_1x − ¸_2x^2 − · · · − ¸_nx^n) · (a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · ) = = p_0 + p_1x + · · · + p_{n−1}x^{n−1} (2-7)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ (n − 1) | ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÓÔÅÐÅÎÑÈ x^k Ó k � n ÚÁÎÕÌÑÔÓÑ Œ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2-6). åÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÐÅÒŒÙÅ n ÞÌÅÎÏŒ a_0; a_1; : : : ; a_{n−1} ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_i, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÑŒÎÙÍ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓËÏÂÏË ÉÚ (2-7) (ÐÒÉÞčÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÞÉÔÙŒÁÔØ ÌÉÛØ ÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅÊ n).

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÚÁÄÁÞÁ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÑŒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ a_k ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÚÁÄÁÞÕ ÑŒÎÏÇÏ ÒÁÚ- ŒčÒÔÙŒÁÎÉÑ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

p(x) 1 − ¸_1x − ¸_2x^2 − · · · − ¸_nx^n

: (2-8)

äÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ:

1 − ¸_1x − ¸_2x^2 − · · · − ¸_nx^n = n∏ i=1 (1 − –_ix) = (1 − –_1x)(1 − –_2x) · · · (1 − –_nx) ; (2-9)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (2-9) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ ˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ø(t) = t^n − ff_1t^{n−1} − ff_2t^{n−2} − · · · − ff_n (2-10)

(Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ Ø(t) =^n ∏ i=1 (t−˘_i)). íÎÏÇÏÞÌÅÎ (2-10) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (2-5).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ –_1; –_2; : : : ; –_n ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, Ô. Å. ËÏÇÄÁ Õ ÈÁ- ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (2-10) ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

âÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ËÁË Œ n^∘ 2.1 | ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ (2-8) Œ ÓÕÍÍÕ ÄÒÏÂÅÊ

p(x) (1 − –_1x)(1 − –_2x) · · · (1 − –_nx) = ˛_1 1 − –_1x + ˛_2 1 − –_2x

+ · · · +

˛_n 1 − –_nx

; (2-11)

ÞÉÓÌÉÔÅÌÉ ËÏÔÏÒÙÈ ˛_1; ˛_2; : : : ; ˛_n | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÐÏÄÂÅÒčÍ. õÍÎÏ- ÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ (2-11) ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (2-11) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ

p(x) = n∑ i=1 ∏ ˚≠i

(1 − –_˚ x) · ˛_i

ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ � (n − 1) . þÔÏÂÙ ÏÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏ x, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÅÇÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÐÒÉ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x = 1=–_1; 1=–_2; : : : ; 1=–_n , ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ (2-11) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÒÉ

˛_i =

–^{n−1}_i p(1=–_i) ∏ ˚≠i

(–_i − –_˚ ) = p_0–^{n−1}_i + · · · + p_{n−2}–_i + p_{n−1} ∏ ˚≠i

(–_i − –_˚ )

; (2-12)

ÇÄÅ p(x) = p_0 + p_1x + · · · + p_{n−1}x^{n−1} | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (2-7). ïÓÔÁčÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ËÁÖÄÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (2-11) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

˛_i 1 − –_ix

= ˛_i · ∑ k⩾0 –^k_i x^k = ˛_i + ˛_i–_ix + ˛_i–^2_i x^2 + ˛_i–^3_i x^3 + · · ·

É ÓÌÏÖÉÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ: p(x) 1 − ¸_1x − ¸_2x^2 − · · · − ¸_nx^n = ∑ k⩾0 ( ˛_1–^k_1 + ˛_2–^k_2 + · · · + ˛_n–^k_n ) · x^k :

éÔÁË, ÅÓÌÉ ŒÓÅ n ËÏÒÎÅÊ –_1; –_2; : : : ; –_n ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

t^n − ¸_1t^{n−1} − ¸_2t^{n−2} − · · · − ¸_n = 0

ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ a_k = ¸_1a_{k−1} + ¸_2a_{k−2} + · · · + ¸_na_{k−n} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ

a_k = ˛_1–^k_1 + ˛_2–^k_2 + · · · + ˛_n–^k_n ; (2-13)

ŒÚÑÔÙÈ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ˛_1; ˛_2; : : : ; ˛_n, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (2-12).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. îÁÊÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ k-ÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_k ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ

Á) a_k = 3 a_{k−1} − 2 a_{k−2}, a_0 = 0, a_1 = 1 ;

Â) a_k = 6 a_{k−1} − 11 a_{k−2} + 6 a_{k−3}, a_0 = 0, a_1 = 1, a_2 = 2 .

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Õ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÅÓÔØ ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ, Ô. Å.

1 − ¸_1x − ¸_2x^2 − · · · − ¸_nx^n = r∏ i=1 (1 − –_ix)^{mi} = (1 − –_1x)^{m1} (1 − –_2x)^{m2} · · · (1 − –_rx)^{mr}

(ÇÄÅ ŒÓÅ –_1; –_2; : : : ; –_r ÒÁÚÌÉÞÎÙ É m_1 + m_2 + · · · + m_r = n), ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (2-8) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ: p(x) (1 − –_1x)^{m1} (1 − –_2x)^{m2} · · · (1 − –_rx)^{mr} = ˛_1(x) (1 − –_1x)^{m1} + ˛_2(x) (1 − –_2x)^{m2}

+ · · · +

˛_n(x) (1 − –_rx)^{mr} ; ÞÉÓÌÉÔÅÌÉ ËÏÔÏÒÙÈ ˛_i(x) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ m_i. äÌÑ ÉÈ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÒÁÚŒčÒÔÙŒÁÎÉÑ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ ÄÒÏÂÅÊ ŒÉÄÁ ˛(x)=(1 − –x)^m ÐÏÌÅÚÎÏ ÕÍÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÏŒÁÔØ.

§3. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ.

3.1. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ

f(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · ·

ŒÍÅÓÔÏ x ÓÕÍÍÕ x + t, ÇÄÅ t | ÅÝč ÏÄÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ. ðÏÌÕÞÉÍ ÒÑÄ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

f(x + t) = a_0 + a_1(x + t) + a_2(x + t)^2 + · · · :

òÁÓËÒÏÅÍ Œ ÎčÍ ŒÓÅ ÓËÏÂËÉ É ÓÇÒÕÐÐÉÒÕÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t ,

f(x + t) = a_0 + a_1x + a_1 · t+ a_2x^2+ 2 a_2x · t+ a_2 · t^2+ a_3x^3+3 a_3x^2 · t+3 a_3x · t^2+ a_3 · t^3+

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · = f(x)+ f_1(x) · t+f_2(x) · t^2+f_3(x) · t^3 + · · · ;

(3-1)

§ 3. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ. 7

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ f_m(x) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÒÑÄ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÉ t^m.

òÑÄ f_1(x), ÓÌÕÖÁÝÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÒÉ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ t, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ ÉÓÈÏÄ- ÎÏÇÏ ÒÑÄÁ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f^′(x). éÔÁË, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ | ÜÔÏ ÐÅÒŒÙÊ, ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏ t, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ f(x + t) − f(x) , ÒÁÚÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ t :

f(x + t) = f(x) + f^′(x) · t + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t^2) : (3-2)

3.1.1. ðòåäìïöåîéå. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ÒÑÄÁ f(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · ÒÁŒÎÁ

f^′(x) = ∑ k⩾1 k a_kx^{k−1} = a_1 + 2 a_2x + 3 a_3x^2 + · · · (3-3)

(Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, Á ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ f(x + t) − f(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ t. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ

a^k − b^k a − b

= a^{k−1} + a^{k−2}b + a^{k−3}b^2 + · · · + ab^{k−2} + b^{k−1}

k ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ :

ðÏÌÁÇÁÑ Œ ÎÅÊ a = (x + t), b = x, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(x + t)^k − x^k t = (x + t)^{k−1} + (x + t)^{k−2}x + (x + t)^{k−3}x^2 + · · · + x^{k−1}

k ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ

; (3-4)

ÏÔËÕÄÁ

f(x + t) − f(x) t = a_1 ·

(x + t) − t t + a_2 ·

(x + t)^2 − t^2 t + a_3 ·

(x + t)^3 − t^3 t + · · · = = ∑ k⩾1 a_k · ( (x + t)^{k−1} + (x + t)^{k−2}x + (x + t)^{k−3}x^2 + · · · + x^{k−1} ) : (3-5)

óÏÇÌÁÓÎÏ (3-2), ÒÑÄ f^′(x) | ÜÔÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÒÑÄÁ (3-5), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ËÁË ÒÑÄ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÑŒÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÒÑÄÁÍÉ ÏÔ x. äÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÍ Œ (3-5) t = 0. ïÔ ÜÔÏÇÏ ËÁÖÄÁÑ ÓÕÍÍÁ (3-4) ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ k x^{k−1}, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (3-3). □

3.1.2. ðòåäìïöåîéå. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ¸ ∈ F É ÌÀÂÙÈ ÒÑÄÏŒ f; g ∈ F[[x]] ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (¸f)^′ = ¸ · f^′ ; (f + g)^′ = f^′ + g^′ ; (fg)^′ = f^′ · g + f · g^′ : (3-6) ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÒÑÄ g ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÔÏ

(f(g(x))^′ = g^′(x) · f^′(g(x)) ; (3-7)

Á ÅÓÌÉ ÒÑÄ f ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ (1=f)^′ = − f^′ f^2

: (3-8)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ (3-6) ŒÙÔÅËÁÀÔ ÐÒÑÍÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (3-3). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ (3-6) (ÅÇÏ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÁŒÉÌÏÍ ìÅÊÂÎÉÃÁ) ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÍ ÒÑÄÙ

f(x + t) = f(x) + t · f^′(x) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t^2) g(x + t) = g(x) + t · g^′(x) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t^2) :

ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÞÌÅÎÏŒ, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ t^2 , ÐÏÌÕÞÉÍ

f(x + t)g(x + t) = f(x)g(x) + t · (f^′(x)g(x) + f(x)g^′(x)) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t^2) ;

ÏÔËÕÄÁ (fg)^′ = f^′ · g + f · g^′.

8 á. ì. çÏÒÏÄÅÎÃÅŒ. óÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ, ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ É ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ

ðÒÁŒÉÌÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÒÑÄÏŒ (3-7) ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÈÏÖÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ f(x) ŒÍÅÓÔÏ x ÒÑÄ g(x + t) :

f(g(x + t)) = f ( g(x) + t · g^′(x) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t^2) ) : ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÒÑÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÂÁŒÌÑÅÔÓÑ Ë g(x) Œ ÁÒÇÕÍÅÎÔÅ f, ÞÅÒÅÚ

ø(x; t) = t · g^′(x) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t^2) ;

ÐÏÌÕÞÁÅÍ

f(g(x + t)) = f ( g(x) + ø(x; t) ) = = f(g(x)) + ø(x; t) · f^′(g(x)) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ ø(x; t)^2) = = f(g(x)) + t · g^′(x) · f^′(g(x)) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t^2) ;

ÏÔËÕÄÁ (f(g(x))^′ = g^′(x) · f^′(g(x)).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ŒÏÚØÍčÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f · f^{−1} = 1. ðÏÌÕÞÉÍ f^′ · f^{−1} + f · ( f^{−1}

)_′ = 0 , ÏÔËÕÄÁ ( f^{−1}

)_′

= −f^′=f^2 . □

3.2. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ (ÔÒÅ- ÔØÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ (3-6)) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ:

(f_1(x) · f_2(x) · f_3(x) · · · · · f_m(x))^′ =f^′_1(x) · f_2(x) · f_3(x) · · · · · f_m(x)+ +f_1(x) · f^′_2(x) · f_3(x) · · · · · f_m(x)+ +f_1(x) · f_2(x) · f^′_3(x) · · · · · f_m(x)+ + · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · + +f_1(x) · f_2(x) · f_3(x) · · · · · f^′_m(x) :

åÓÌÉ ŒÓÅ m ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ

(f^m(x))^′ = m · f^{m−1}(x) · f^′(x) : (3-9)

C Åč ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÒÁÚŒÅÒÎÕÔØ Œ ÒÑÄ m-ÔÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ 1=(1−x)^m .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (3-8) É (3-9) ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ m-ÔÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ 1=(1 − x) ÒÁŒÎÁ m!=(1 − x)^{m+1} .

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ m − 1 ÒÁÚ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ 1=(1 − x) = 1 + x + x^2 + x^3 + x^4 + · · · , ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ 1 (1 − x)^m = ∑ k⩾0 (k + m − 1)(k + m − 2) · · · (k + 1) (m − 1)!

· x^k : (3-10)

üÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (2-5), ÈÁÒÁË- ÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ, ËÁË ÜÔÏ ÏÂSSÑÓÎÑÌÏÓØ Œ ËÏÎÃÅ §2.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ (3-10) ÄÌÑ 1=(1−x)^2 , ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ k-ÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_k, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ: a_0 = 1, a_1 = −1 É a_k = 2a_{k−1} − a_{k−2} ÐÒÉ k � 2.

§ 4. ìÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÅ É ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÒÑÄÏŒ. 9

§4. ìÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÅ É ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÒÑÄÏŒ.

4.1. ðÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ÒÑÄ. æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ (3-3) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ f(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÒÑÄ ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ f(x). ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÉÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∫ f(x) dx^{def}= a_0x + a_1 2 x^2 + a_2 3 x^3 + · · · = ∑ k⩾1 a_{k−1} k x^k : (4-1)

4.2. ìÏÇÁÒÉÆÍ. ðÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ÒÑÄ ÏÔ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

ln(1 + x)^{def}= ∫ dx 1 + x = ∫ ( 1 − x + x^2 − x^3 + · · · ) dx =

= x − x^2 2 + x^3 3 − x^4 4 + x^5 5 − · · · = ∑ k⩾1 (−1)^{k−1} k x^k : (4-2)

œÍÅÓÔÏ 1 + x Œ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÒÑÄ u(x) Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ | ÒÑÄ ln(u(x)) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ Œ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ (4-2) ŒÍÅÓÔÏ x ÒÑÄÁ u(x)−1 ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÞÔÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ (n^∘ 1.2), ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (3-7) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ u Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ (ln u)^′ = u^′=u (ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆ- ÍÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ ÒÑÄÁ u).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÒÑÄÏŒ ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÞÅÒÅÚ N ⊂ F[[x]], Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÒÑÄÏŒ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ | ÞÅÒÅÚ U ⊂ F[[x]] . íÎÏÖÅÓÔŒÏ N ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÒÑÄ f(x) = 0 É ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ ÒÑÄÏŒ, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÒÑÄ f(x) = 1 É ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÄÅÌÅÎÉÑ ÒÑÄÏŒ (ŒÓÅ ÒÑÄÙ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÏÂÒÁÔÉÍÙ É ÎÁ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÉÔØ).

ïÐÅÒÁÃÉÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÁÑ ÒÑÄ u(x) ∈ U Œ ÒÑÄ ln(u(x)) ∈ N , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ É ÚÁÄÁčÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

log : U^{u→ln u} � N : (4-3)

íÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ Œ U Œ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ Œ N É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÀ.

4.3. üËÓÐÏÎÅÎÔÁ. òÑÄ

e^{x def}= ∑ k⩾0 x^k k! = 1 + x + x^2 2 + x^3 6 + x^4 24 + x^5 120 + · · · (4-4)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ. üÔÏÔ ÒÑÄ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌÅÎ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓŒÏÅÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ f(x) = e^x | ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÒÑÄ ÓÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÅÄÉÎÉÃÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ f^′(x) = f(x).

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ (4-4) ŒÍÅÓÔÏ x ÌÀÂÏÊ ÒÑÄ fi(x) ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÑÄ e^{ø(x)} ÓÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ 1, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ ÒÑÄÁ fi(x). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ exp : N^{ø→eø} � U : (4-5)

10 á. ì. çÏÒÏÄÅÎÃÅŒ. óÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ, ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ É ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ

4.3.1. ôåïòåíá. üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (4-5) É (4-3) ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ É ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ Œ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÑÄÏŒ u; u_1; u_2 ∈ U É fi; fi_1; fi_2 ∈ N ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ: ln e^ø = fi ; e^{ln u} = u ; ln(u_1u_2) = ln(u_1) + ln(u_2) ; e^{ø1+ø2} = e^{ø1} e^{ø2} :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÒÑÄÏŒ f É g Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f = g É f^′ = g^′ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÒÑÄÏŒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ. òÑÄÙ ln(e^x) É x ÏÂÁ ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ É ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ:

ln(e^x)^′ =

(e^x)^′ e^x = e^x e^x

= 1 = x^′ :

ðÏÜÔÏÍÕ ln(e^x) = x . ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÍÅÓÔÏ x ÌÀÂÏÊ ÒÑÄ ø(x) ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ln e^ø = ø ∀ ø ∈N : (4-6)

éÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÅ U^{ln}� N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ĂÎÁĄ | ÌÀÂÏÊ ÒÑÄ ø ∈ N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÏÔ ÒÑÄÁ e^ø ∈ U . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÙÅ ÒÑÄÙ ÉÚ U

u_1(x) = 1 + a_1x + a_2x^2 + · · · É u_2(x) = 1 + b_1x + b_2x^2 + · · ·

ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ. åÓÌÉ ln(u_1) = ln(u_2), ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ln(u_1)^′ = u^′_1=u_1 ÒÁŒÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ln(u_2)^′ = u^′_2=u_2, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ ÄÁčÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

(a_1 + 2a_2x + 3a_3x^2 + · · · ) · (1 + b_1x + b_2x^2 + · · · ) = (b_1 + 2b_2x + 3b_3x^2 + · · · ) · (1 + a_1x + a_2x^2 + · · · ) :

óÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ x ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

a_1 = b_1 2a_2 + a_1b_1 = a_1b_1 + 2b_2 3a_3 + 2a_2b_1 + a_1b_2 = a_2b_1 + 2a_1b_2 + 3b_3 · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

k · a_k + k−1∑ m=1 m · a_mb_{k−m−1} = k−1∑ m=1 m · b_ma_{k−m−1} + k · b_k

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ a_k = b_k ÄÌÑ ŒÓÅÈ k , Ô. Å. u_1(x) = u_2(x) .

éÔÁË, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÑ U^{ln}� N ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (4-6) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ u ∈ U ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ e^{ln u} = u | ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÏÌÏÇÁÒÉÆÍÉ- ÒÕÅÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ Ó ÕÞčÔÏÍ (4-6). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁ- ÎÉÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÏ ÔÏÖÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÑÄÏŒ u_1; u_2 ∈ U ÒÑÄÙ ln(u_1u_2) É ln u_1 + ln u_2 ÏÂÁ ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ É ÏÄÉÎÁ- ËÏŒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ:

(ln(u_1u_2))^′ =

(u_1u_2)^′ u_1u_2 = u^′_1u_2 + u_1u^′_2 u_1u_2 = u^′_1 u_1 + u^′_2 u_2

= (ln u_1)^′ + (ln u_2)^′ = (ln u_1 + ln u_2)^′ :

ðÏÜÔÏÍÕ ln(u_1u_2) = ln u_1 + ln u_2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÅ U^{ln}� N ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ Œ U Œ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ N. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÀ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÏÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÏŒ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ u∈U ln(1=u) = −u.

§5. âÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ.

5.1. óÔÅÐÅÎØ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ¸ ∈ F ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÂÉÎÏÍÉÁÌØ- ÎÙÊ ÒÑÄ Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ¸ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(1 + È)^{ff def}= e^{ff ln(1+x)}:

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ŒÍÅÓÔÏ 1 + x ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ u(x) Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ^1 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÑÄÏŒ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ¸- ÔÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ U^{u→uff=eff ln u} � U ;

ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÕÀ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ¸ ∈ F . üÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ŒÓÅÍÉ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏ ÏÖÉÄÁÅÍÙÍÉ ÏÔ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ÓÔÅÐÅÎØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÕÓÔÁ- ÎÏŒÌÅÎÎÙÈ Œ (n^∘ 4.3.1) ÓŒÏÊÓÔŒ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÑÄÏŒ u; v ∈ U É ÞÉÓÅÌ ¸; ˛ ∈ F ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

u^ff · u^fi = e^{ff ln u} · e^{fi ln u} = e^{ff ln u+fi ln u} = e^{(ff+fi) ln u} = u^{ff+fi} (5-1)

(u^ff)^fi = e^{fi ln(uff)} = e^{fi ln}(^{eff ln u}) = e^{fffi ln u} = u^{fffi} (5-2) (uv)^ff = e^{ff ln(uv)} = e^{ff(ln u+ln v)} = e^{ff ln u+ff ln v} = e^{ff ln u} · e^{ff ln v} = u^ffv^ff (5-3)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ u Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ u^{1=n} =^n √ u Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ( u^{1=n}

)_n

= u .

5.2. âÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ. þÔÏÂÙ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÂÉÎÏÍÁ

(1 + x)^ff = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · ;

ÑŒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ŒÙÞÉÓÌÉÍ ÅÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ (ÓÍ. ÕÐÒ. 4.1):

((1 + x)^ff)^′ (1 + x)^ff

= (ln(1 + x)^ff)^′ = ( ln e^{ff ln(1+x)}

)_′ = ( ¸ ln(1 + x)

)_′ = ¸ 1 + x : ðÒÉŒÏÄÑ ÌÅŒÕÀ É ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ( a_1 + 2a_2x + 3a_3x^2 + · · · ) · (1 + x) = ¸ · (1 + a_1x + a_2x^2 + a_3x^3 + · · · ) :

óÒÁŒÎÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÒÉ x^{k−1} Œ ÐÒÁŒÏÊ É ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ

ka_k + (k − 1)a_{k−1} = ¸a_{k−1} ;

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍ

a_k =

¸ − (k − 1) k · a_{k−1} =

(¸ − (k − 1))(¸ − (k − 2)) k(k − 1)

· a_{k−2} = · · ·

· · · =

(¸ − (k − 1))(¸ − (k − 2)) · · · (¸ − 1)¸ k! : óÔÏÑÝÁÑ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÒÏÂØ ÉÍÅÅÔ É Œ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ É Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÐÏ k ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÀÝÉÈ ÓÏÂÏÀ ÞÉÓÌÁ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ: Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ | ÏÔ k ÄÏ

1ÞÔÏ, ËÁË É ŒÙÛÅ, Œ ÓÌÕÞÁÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÕ ŒÍÅÓÔÏ x ÒÑÄÁ u(x) − 1 ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÞÔÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ

1, Œ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ | ÏÔ ¸ ÄÏ (¸ − k + 1). üÔÁ ÄÒÏÂØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ( ¸ k )_{def} = ¸(¸ − 1) · · · (¸ − k + 1) k! (5-4)

îÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ

5.2.1. ôåïòåíá (æïòíõìá îøàôïîá). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ¸ ∈ F ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

(1 + x)^ff = ∑ k⩾0 ( ¸ k ) x^k = 1 + ¸x +

¸(¸ − 1) 2 x^2 +

¸(¸ − 1)(¸ − 2) 6 x^3 + · · · :

□ 5.3. âÉÎÏÍ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ. ðÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ ¸ = n ∈ N ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ k > n Œ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ (5-4) ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÂÉÎÏÍÁ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ËÏÎÅÞÎÏ:

(1 + x)^n = 1 + n x + n(n − 1) 2 x^2 + · · · + x^n = n∑ k=0 ( n k ) · x^k ;

Á ÓÁÍÉ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ k ÎÁ n − k: ( n k ) = n(n − 1) · · · (n − k + 1) k! = n! k! · (n − k)! = n! (n − k)! · k! = n(n − 1) · · · (k + 1)

(n − k)! = ( n n − k )

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ n-ÂÕËŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ k ÂÕËŒÁÍÉ Á É (n − k) ÂÕËŒÁÍÉ Â (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ, ÞÔÏ ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ).

5.4. âÉÎÏÍ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ. ðÒÉ ¸ ∉ N ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÃÅÌÏÊ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ¸ = −m , m ∈ N , ÍÙ ÓÎÏŒÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (3-10) 1 (1 + x)^m

= 1 − m x + m(m + 1) 2 x^2 − m(m + 1)(m + 2) 6 x^3 + · · · = ∑ k⩾0 (−1)^k ( m + k k ) · x^k ;

ÄÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ Œ n^∘ 3.2.

5.5. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÄÉËÁÌÏŒ. ðÒÉ ¸ = 1=n , n ∈ N ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ ÒÁÚŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔ Œ ÓÔÅÐÅÎ- ÎÏÊ ÒÑÄ ÒÁÄÉËÁÌ n√ 1 + x = 1 + 1 n x + 1 n (_1 n − 1 ) 2 x^2 + 1 n (_1 n − 1

) (_1

n − 2 ) 6 x^3 + · · · =

= 1 + x n − n − 1 2 · x^2 n^2 + (n − 1)(2n − 1) 2 · 3 · x^3 n^3 − (n − 1)(2n − 1)(3n − 1) 2 · 3 · 4 · x^4 n^4

+ · · · :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ n = 2 Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÉ x^k ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÒÏÂØ ŒÉÄÁ

(−1)^{k−1} ·

1 · 3 · 5 · · · · (2k − 3) 2 · 4 · 6 · · · · (2k) = (−1)^{k−1} 2k − 1 · (2k)!

(2 · 4 · 6 · · · · (2k))^2 = (−1)^{k−1} (2k − 1) · 4^k · ( 2k k ) : ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, √ 1 + x = ∑ k⩾0 (−1)^{k−1} 2k − 1 · ( 2k k ) · x^k 4^k

: (5-5)

5.6. þÉÓÌÁ ëÁÔÁÌÁÎÁ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ (5-5) ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÑŒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÏÄ- ÎÏÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ, ÞÁÓÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÅÊ Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ. ðÕÓÔØ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÕÍÍÙ (n + 1) ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ

a_0 + a_1 + a_2 + · · · + a_n (ŒÓÅÇÏ n ÐÌÀÓÏŒ) (5-6)

Œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. ôÁËÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÒÁÚ- ÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ n ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÛÁÇÏŒ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎËÒÅÔ- ÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ ŒÓÅ ÚÎÁËÉ Ă+Ą ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÍÉ Œ ÔÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÉ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÎÕÍÅÒÁÃÉÊ n ÐÌÀÓÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ëÁÔÁÌÁÎÁ c_n. õÄÏÂÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ c_0 = 1.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ÎÁÍÉ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÐÌÀÓÏŒ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ c_1 = 1, c_2 = 2, c_3 = 5, c_4 = 14 (É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, c_n ≠ n!). ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ (5-6) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ i-ÔÙÊ ÓÌÅŒÁ ÐÌÀÓ, ÒÁŒÎÏ c_{i−1}c_{n−i} | ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ÓÕÍÍÕ i ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÓÌÅŒÁ ÏÔ i-ÔÏÇÏ ÐÌÀÓÁ, É n − i + 1 ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÏÔ ÎÅÇÏ ÓÐÒÁŒÁ, ÄÌÑ ÞÅÇÏ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, c_{i−1} É c_{n−i} ÓÐÏÓÏÂÏŒ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÁ ëÁÔÁÌÁÎÁ c_n ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

c_n = c_0c_{n−1} + c_1c_{n−2} + · · · + c_{n−2}c_1 + c_{n−1}c_0 ; (5-7)

i-ÔÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÞÉÔÙŒÁÅÔ ŒÓÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ i-ÔÙÊ ÓÌÅŒÁ ÐÌÀÓ ÚÁÐÉÓÉ (5-6). þÔÏÂÙ ŒÙÒÁÚÉÔØ c_n ÞÅÒÅÚ n ÑŒÎÏ, ÏÂÒÁÚÕÅÍ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ

c(x) = ∑ k⩾0 c_kx^k = 1 + c_1x + c_2x^2 + c_3x^3 + · · · :

òÁŒÅÎÓÔŒÏ (5-7) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

c(x) − 1 x = c(x)^2 :

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, c(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÕÀ t :

x · t^2 − t − 1 = 0 :

ðÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÛËÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÎÁÈÏÄÉÍ^1 c(x) = ( 1 − √ 1 − 4x ) =(2x) . ðÏ (5-5) √ 1 − 4x = − ∑ k⩾0 1 2k − 1 · ( 2k k ) · x^k ;

ÏÔËÕÄÁ c_k = 1 2 · 1 2k + 1 · ( 2k + 2 k + 1 ) = 1 k + 1 · ( 2k k ) : ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ c ÐÅÒŒÏÇÏ ŒÚÇÌÑÄÁ ÓÎÏŒÁ ÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ | ÃÅÌÏÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.3. œ ŒÙÐÕËÌÏÍ n ÕÇÏÌØÎÉËÅ ÐÒÏŒÏÄÑÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ ÎÉÇÄÅ, ËÒÏÍÅ ŒÅÒÛÉÎ. óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ?

1ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ 1 − √ 1 − 4x ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ É ÐÏÔÏÍÕ ÄÅÌÉÔÓÑ Œ Q[[x]] ÎÁ 2x, ÐÒÉÞčÍ

ÞÁÓÔÎÏÅ ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ c0 = 1, ËÁË ÎÁÍ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ; ŒÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ 1 + √ 1 − 4x 2x ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ĂÃÅÌÙÍĄ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ: ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ, Á ÞÉÓÌÉÔÅÌØ, ÉÍÅÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ, ÎÁ ÎÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ

§6. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÓÕÍÍ.

6.1. úÁÄÁÞÁ âÅÒÎÕÌÌÉ. œ ÒÁÂÏÔÅ ĂArs ConjectandiĄ ñËÏŒ âÅÒÎÕÌÌÉ ÎÅ ÂÅÚ ÇÏÒÄÏÓÔÉ ÏÔÍÅÞÁÌ^1, ÞÔÏ ÓÕÍÅÌ ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÏŒÁÔØ ÄÅÓÑÔÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÅÒŒÏÊ ÔÙÓÑÞÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ ÚÁ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ÞÅÔŒÅÒÔÉ ÞÁÓÁ. òÅÞØ ÉÄčÔ Ï ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÕÍÍÙ 1^{10} + 2^{10} + 3^{10} + · · · + 1000^{10} , ËÏÔÏÒÏÅ âÅÒÎÕÌÌÉ ÐÒÏÄÅÌÁÌ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÉÍ ÆÏÒÍÕÌÙ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÅÊ ÓÕÍÍÕ S_m(n) = 0^m + 1^m + 2^m + 3^m + · · · + n^m = n∑ k=0 k^m (6-1)

Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (m + 1)-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ n.

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ S_0(n) = n É S_1(n) = n(n + 1)=2, ÄÁÀÝÉÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ m = 0 É m = 1 , ŒÅÒÏÑÔÎÏ, ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍÙ ÞÉÔÁÔÅÌÀ: S_0(n) = 1 + 1 + 1 + · · · + 1

n ÒÁÚ

= n ;

S_1(n) = 1 + 2 + 3 + · · · + n = n(n + 1)=2 :

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÒÅÛÁÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ m = 2; 3 , ÐÏÖÁÌÕÊ, ÕÖÅ ÍÅÎÅÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙ: S_2(n) = 1^2 + 2^2 + 3^2 + · · · + n^2 = n(n + 1)(2n + 1)=6 ;

S_3(n) = 1^3 + 2^3 + 3^3 + · · · + n^3 = n^2(n + 1)^2=4 = S_1(n)^2 :

ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÊ ÎÉÖÅ ÓÐÏÓÏÂ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ S_m(t) , ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉ ÃÅÌÙÈ ÎÅÏ- ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ t = n ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ (6-1) , ÏÓÎÏŒÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Q[t] � Q[t], ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Œ ÓÅÂÑ, Œ ŒÉÄÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÏÔ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ.

6.2. ðÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D : Q[t]^{p(t)→p′(t)} � Q[t] ;

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ p(t) ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ p^′(t) , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ (n^∘ 3.1.2) ÏÐÅÒÁÔÏÒ D, Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÁÑ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ D^k = D∘D∘ · · · ∘D ;

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p Œ ÅÇÏ k-ÔÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ D^kp(t) , ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁ ÞÉÓÌÁ, Ô. Å.

D^k(¸ · p(t) + ˛ · q(t)) = ¸ · D^kp(t) + ˛ · D^kq(t) ∀ ¸; ˛ ∈ Q É ∀ p; q ∈ Q[t] : (6-2) íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ D ŒÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x Œ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ f(x) = ∑ k⩾0 a_kx^k ∈ Q[[x]] :

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÔÁËÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f(D) : Q[t] � Q[t] , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p ∈ Q[t] Œ

f(D)p = (a_0 + a_1D + a_2D^2 + · · · )p = a_0 · p + a_1 · Dp + a_2 · D^2p + · · · = ∑ k⩾0 a_k · D^kp : (6-3)

1ÓÏÞÉÎÅÎÉÅ ĂArs ConjectandiĄ ÂÙÌÏ ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÏ Œ 1713 ÕÖÅ ÐÏÓÌÅ ÓÍÅÒÔÉ ñËÏŒÁ âÅÒÎÕÌÌÉ (1654{1705)

§ 6. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÓÕÍÍ. 15

(ÄÌÑ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÉÑ ÚÁÐÉÓÉ ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ D^0p^{def}= p). ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ D Ë ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÕ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ D^kp Ó k > deg p Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (6-3) ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (6-3) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔŒÉÊ ÎÁÄ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ p É ÐÅÒŒÙÍÉ deg(p) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÒÑÄÁ f.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.1. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ √ 1 + D É e^D Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ t^2 .

6.3. òÁÚÎÏÓÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. œÓÑËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

Q[t] � Q[t] ;

ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÅ Œ ŒÉÄÅ f(D) ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÒÑÄÁ f(x) ∈ Q[[x]] , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÍ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÏÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. òÁÚÎÏÓÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÙÞÉ- ÓÌÅÎÉÑ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÑÄÙ:

f(D)∘g(D) = p(D) ; ÇÄÅ p(x) = f(x)g(x) Œ Q[[x]] .

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ:

f(D)∘g(D) = g(D)∘f(D) :

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (6-2) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f(D) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁ ÞÉÓÌÁ, Ô. Å.

f(D)(¸ · p(t) + ˛ · q(t)) = ¸ · f(D)p(t) + ˛ · f(D)q(t) ∀ ¸; ˛ ∈ Q É ∀ p; q ∈ Q[t] .

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f(D) = a_0 + a_1D + a_2D^2 + · · · ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÍÅÔØ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f(D) ÎÁ ŒÓÅÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁÈ t^m :

f(D) (p_0 + p_1t + · · · + p_nt^n) = p_0a_0 + p_1f(D)t + p_2f(D)t^2 + · · · + p_nf(D)t^n ;

ÐÒÉÞčÍ f(D)t^k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ � k, ÚÁŒÉÓÑÝÉÍ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÐÅÒŒÙÈ k + 1 ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a_0; a_1; : : : ; a_k ÒÑÄÁ f .

6.4. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓÄŒÉÇÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÍ ÄÌÑ ÑŒÎÏÇÏ ÏÐÉ- ÓÁÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁ Q[t] ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ

e^D = 1 + D + 1 2 D^2 + 1 6 D^3 + · · · :

ðÏÓËÏÌØËÕ D^kt^m = m(m−1) · · · (m−k+1)·t^{m−k} , ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÉÎÏÍÁ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ (ÓÍ. (n^∘ 5.3)) ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ

e^Dt^m = ∑ k⩾0 1 k! D^kt^m = ∑ k⩾0 m(m − 1) · · · (m − k + 1) k! t^{m−k} = m∑ k=0 ( m k ) t^{m−k} = (t + 1)^m :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ e^D ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(t) Œ e^Dp(t) = p(t + 1) , Ô. Å. ÓÄŒÉÇÁÅÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ t ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄÙ e^x É e^{−x} ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ e^D É e^{−D} ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ e^{−D} ÓÄŒÉÇÁÅÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ:

e^{−D}p(t) = p(t − 1) :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÜÔÏÍ ÑŒÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ e^{−D}t^k.

6.5. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ âÅÒÎÕÌÌÉ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÒÑÄÁ ôÏÄÄÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ^1

∇ = 1 − e^{−D} : Q[t]^{p(t)→p(t)−p(t−1)} � Q[t]

ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ x = D Œ ÒÑÄ 1 − e^{−x} ∈ Q[[x]] É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(t) Œ ÒÁÚÎÏÓÔØ ∇p(t) = p(t) − p(t − 1). ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ S_m(t) ∈ Q[t] ÒÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ âÅÒÎÕÌÌÉ ÄÌÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ m , Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ t = n ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

S_m(n) = 0^m + 1^m + 2^m + 3^m + · · · + n^m :

ôÏÇÄÁ ∇S_m(t) = t^m . åÓÌÉ ÂÙ ÎÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ ÎÁÊÔÉ Œ Q[[x]] ÒÑÄ f(x), ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÒÑÄÕ 1 − e^{−x}, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f(D) ÂÙÌ ÂÙ ÏÂÒÁÔÅÎ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ∇, ÞÔÏ ÄÁŒÁÌÏ ÂÙ ÄÌÑ S_m(t) ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ: S_m(t) = f(D)∇S_m(t) = f(D)t^m. îÏ, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÒÑÄ 1 − e^{−x} ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ.

ïÄÎÁËÏ, ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÏÔÞÁÉŒÁÔØÓÑ | ŒÙÎÅÓÅÍ ÉÚ 1 − e^{−x} ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÖÉ- ÔÅÌØ x, ÐÅÒÅÐÉÓÁŒ ÜÔÏÔ ÒÑÄ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ

1 − e^{−x} =

1 − e^{−x} x · x :

òÑÄ (1 − e^{−x})=x ÕÖÅ ÏÂÒÁÔÉÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ 1. ïÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ ÒÑÄ

td(x)^{def}= x 1 − e^{−x}

∈ Q[[x]]

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ ôÏÄÄÁ. éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ td(x)·(1−e^{−x}) = x ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ td(D)∘∇ = D , ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÔ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÎÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ S_m(t) :

S^′_m(t) = DS_m(t) = td(D)∇S_m(t) = td(D)t^m :

ðÏÓËÏÌØËÕ S_m(0) = 0, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ S_m(t) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ É ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅÍ S^′_m(t) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÉÚ n^∘ 4.1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÒÑÄ ôÏÄÄÁ Œ ĂÜËÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅĄ, ŒÙÎÅÓÑ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÆÁËÔÏÒÉÁÌÙ:

td(x) = ∑ k⩾0 a_k k! x^k (6-4)

ôÏÇÄÁ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÚÁÄÁÞÕ âÅÒÎÕÌÌÉ ÄÁčÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

S_m(t) =

∫ ( m∑ k=0 a_k k! D^kt^m ) dt =

∫ ( m∑ k=0 ( m k ) a_kt^{m−k} ) dt = m∑ k=0 ( m k ) a_kt^{m−k+1} m − k + 1 = = 1 m + 1 (( m + 1 1 ) a_mt + ( m + 1 2 ) a_{m−1}t^2 + · · · + ( m + 1 m ) a_1t^m + ( m + 1 m + 1 ) a_0t^{m+1} ) ; ËÏÔÏÒÕÀ ÞÁÓÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ Œ ÓÉÍŒÏÌÉÞÅÓËÏÍ ŒÉÄÅ

(m + 1) · S_m(t) = (a↓ + t)^{m+1} − a_{m+1} ;

ÇÄÅ ÓÔÒÅÌËÁ Õ a↓ ÐÒÅÄÐÉÓÙŒÁÅÔ ÚÁÍÅÎÑÔØ a^k ÎÁ a_k ÐÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÂÉÎÏÍÁ (a + t)^{m+1}.

þÉÓÌÁ a_k ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÇÏ ÒÑÄ ôÏÄÄÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ td(x)·(1−e^{−x})=x = 1, ËÏÔÏÒÏÅ Œ ÒÁÚŒčÒÎÕÔÏÍ ŒÉÄÅ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ( 1 + a_1x + a_2 2 x^2 + a_3 6 x^2 + a_4 24 x^4 + · · · ) · ( 1 − 1 2 x + 1 6 x^2 − 1 24 x^3 + 1 120 x^4 − · · · ) = 1 :

1ÓÉÍŒÏÌ ∇ ÞÉÔÁÅÔÓÑ ĂÎÁÂÌÁĄ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. îÁÊÄÉÔÅ ÐÅÒŒÕÀ ÄÀÖÉÎÕ ÞÉÓÅÌ a_k (ÓŒÅÒÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ Œ ÓÎÏÓËÅ (^1)). õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.4. îÁÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ S_4(n) É S_5(n) (ÓŒÅÒÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ Œ ÓÎÏÓËÅ (^2)). õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.5∗. ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÐÏŒÔÏÒÉÔØ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅ âÅÒÎÕÌÌÉ | ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ^3 S_{10}(1000).

6.6. îÅÞčÔÎÁÑ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÒÑÄÁ ôÏÄÄÁ. òÅÛÅÎÉÅ ÕÐÒ. 6.3 ÎÁŒÏÄÉÔ ÎÁ ÍÙÓÌØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_k Ó ÎÅÞčÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ k � 3 ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ. òÑÄ^1_2 ( td(x) − td(−x) ) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞčÔÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ x, Á ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ ÉÍÅÅÔ ÔÅ ÖÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÞÔÏ É ÒÑÄ td(x). ðÏÓËÏÌØËÕ

td(x) − td(−x) = x 1 − e^{−x} + x 1 − e^x

= x ·

2 − e^x − e^{−x} (1 − e^{−x}) · (1 − e^x)

= x ;

ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÞÌÅÎ ÎÅÞčÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Œ ÒÑÄÅ ôÏÄÄÁ | ÜÔÏ x=2 .

6.7. þÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ. îÁÚŒÁÎÉÅ ĂÒÑÄ ôÏÄÄÁĄ ŒÏÛÌÏ Œ ÏÂÉÈÏÄ ÌÉÛØ ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÅ XX ŒÅËÁ ÐÏÓÌÅ ÒÁÂÏÔ èÉÒÃÅÂÒÕÈÁ É çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÐÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÇÄÅ ÒÑÄ td(x) ÐÒÉÍÅÎÑÌÓÑ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÁÎÁ { òÏÈÁ. œÏ ŒÒÅÍÅÎÁ âÅÒÎÕÌÌÉ É üÊÌÅÒÁ ÐÒÅÄÐÏÞÉÔÁÌÉ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÒÑÄÏÍ

td(−x) = x e^x − 1 ; ËÏÔÏÒÙÊ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ ŒÙÛÅ, ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ td(x) ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÉÍ ÞÌÅÎÏÍ (ÉÍÅÅÔ −x=2 ŒÍÅÓÔÏ x=2). úÁÐÉÓÙŒÁÌÉ ÅÇÏ ÔÏÖÅ Œ ĂÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÍ ŒÉÄÅĄ: x e^x − 1 = ∑ k⩾0 B_k k! x^k :

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ B_k ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ âÅÒÎÕÌÌÉ . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, B_k = a_k ÐÒÉ k ≠ 1 (É ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÎÅÞčÔÎÙÈ k � 3), Á B_1 = −a_1 = −1=2. óÏ ŒÒÅÍčÎ ÓŒÏÅÇÏ ÏÔËÒÙÔÉÑ ñËÏŒÏÍ âÅÒÎÕÌÉ, ÞÉÓÌÁ B_k ŒÙÚÙŒÁÀÔ ÎÅÏÓÌÁÂÅŒÁÀÝÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌÅÊ. éÍ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÏÂÛÉÒÎÁÑ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ, ÎÁÞÁÔØ ÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ËÏÔÏÒÏÊ Ñ ÓÏŒÅÔÕÀ Ó ËÎÉÇ:

ë. áÊÒÌÜÎÄ, í. òÏÕÚÅÎ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ŒŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÞÉÓÅÌ (ÇÌ. 15). ú. é. âÏÒÅŒÉÞ, é. ò. ûÁÆÁÒÅŒÉÞ. ôÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ (§ 8 ÇÌ. V).

éÍÅÅÔÓÑ ÄÁÖÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÎÅÔ-ÒÅÓÕÒÓ http://www.bernoulli.org/, ÇÄÅ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÎÁÊÄčÔ ÍÁÓÓÕ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÓÓÙÌËÉ É ËÏÍÐØÔÅÒÎÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ŒÙÞÉÓÌÑ- ÀÝÕÀ ÞÉÓÌÁ B_k Œ ŒÉÄÅ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ. œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÎÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÏÇÒÏÍÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÒÁÓÉŒÙÈ ÔÅÏÒÅÍ Ï ÞÉÓÌÁÈ âÅÒÎÕÌÌÉ, ÎÉËÁËÏÊ ŒÎÑÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÑŒÎÏ ŒÙÒÁÖÁÀÝÅÊ B_n ÞÅÒÅÚ n ÎÅÔ, É ÌÀÂÏÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÊ ÎÏŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ Œ ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÑŒÉÌÓÑ ÂÙ ÑÒËÉÍ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.6. ðÏÌÕÞÉÔÅ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ âÅÒÎÕÌÌÉ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ

(n + 1)B_n = − n−1∑ k=0 ( n + 1 k ) · B_k :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.7∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ B_k Ó ÞčÔÎÙÍÉ k � 2 ÉÍÅÀÔ ÞÅÒÅÄÕÀÝÉÅÓÑ ÚÎÁËÉ.

1

a1 =^1_2 , a2 =^1_6 , a3 = 0 , a4 = −^1_{30} , a5 = 0 , a6 =^1_{42} , a7 = 0 , a8 = −^1_{30} , a9 = 0 , a10 =^5_{66} , a11 = 0 , a12 = −^{691}_{2730}

2

S4(n) = n(n + 1)(2n + 1)(3n^2 + 3n − 1)=30 , S5(n) = n^2(n + 1)^2(2n + 1)(2n^2 + 2n − 1)=12

3ÎÁÐÏÍÎÀ, Õ âÅÒÎÕÌÌÉ ÎÁ ÜÔÏ ÕÛÌÏ ÏËÏÌÏ 7 ÍÉÎÕÔ, ÐÒÉÞčÍ ËÁÌØËÕÌÑÔÏÒÏŒ Œ ÔÅ ÇÏÄÙ ÎÅ ÂÙÌÏ. . .