
çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ { ÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ ÜËÏÎÏÍÉËÉ 18 ÉÀÌÑ 2009 Ç.

ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÕÓÔÎÏÇÏ ×ÓÔÕÐÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÜËÚÁÍÅÎÁ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ
ÎÁ ÆÁËÕÌØÔÅÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ

ÚÁÄÁÞÁ 1. óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ × ËÌÅÔËÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ 3×3 ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ 9
(ËÁÖÄÏÅ ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ É ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ÒÁÚ) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ
Ä×ÕÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÒÁ×ÎÑÌÁÓØ 8?
ÏÔ×ÅÔ: 192.
ÒÅÛÅÎÉÅ. îÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ × ÕÇÌÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 4. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÍ
ÕÇÌÕ ÓÔÏÉÔ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅÅ 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÃÅÎÔÒÅ { ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅÅ 3. îÏ ÔÏÇÄÁ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ × ÕÇÌÕ { ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 5, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ × ÃÅÎÔÒÅ 1 ÉÌÉ 2. åÓÌÉ ×
ÃÅÎÔÒÅ 2, ÔÏ ÏÂÅ ÓÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ × ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÕÇÌÁÈ ÄÏÌÖÎÙ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ 6, ÎÏ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ
ÞÉÓÅÌ ÔÁËÕÀ ÓÕÍÍÕ ÄÁÀÔ ÔÏÌØËÏ 1 É 5. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÃÅÎÔÒÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÔÏÉÔ 1, Á ÓÕÍÍÙ
ÞÉÓÅÌ × ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÕÇÌÁÈ ÒÁ×ÎÙ 7, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ × ÕÇÌÁÈ ÓÔÏÑÔ 2 É 5, Á ÐÏ
ÄÒÕÇÏÊ { 3 É 4. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÌÅ×ÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ ÕÇÏÌ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ
ÞÉÓÅÌ, ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ × ÐÒÁ×ÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ { ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÕÇÌÙ ÚÁÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.
ïÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ÞÉÓÌÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÅÍ × ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÞÅÔÙÒÅÈ ËÌÅÔËÁÈ. þÉÓÌÏ
ÓÐÏÓÏÂÏ× ÒÁ×ÎÏ 4× 2× 4! = 8× 24 = 192.

ÚÁÄÁÞÁ 2. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (p; q) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ x2 +
px+ q. ðÏËÒÁÓÉÍ ÔÏÞËÕ ÚÅÌÅÎÙÍ Ã×ÅÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ
Ä×Á ËÏÒÎÑ, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÔÒÅÚËÕ [−2;−1], Á ÄÒÕÇÏÊ | ÏÔÒÅÚËÕ [1; 2]. éÚÏÂÒÁ-
ÚÉÔÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÅÌÅÎÙÈ ÔÏÞÅË É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÐÌÏÝÁÄØ.
ÏÔ×ÅÔ: ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ (−1;−2), (0;−1), (1;−2) É (0;−4); ÐÌÏÝÁÄØ ÒÁ×ÎÁ 3.
ÒÅÛÅÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÅÌÅÎÙÈ ÔÏÞÅË | ÜÔÏ ÏÂÒÁÚ Ë×ÁÄÒÁÔÁ 1 6 t1 6 2 , −2 6 t2 6 −1 ÐÒÉ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ (t1; t2) 7−→ (p; q) = (−(t1 + t2); t1t2); ÐÏÓËÏÌØËÕ t1 + t2 ÍÅÎÑÅÔÓÑ × ÐÒÅÄÅÌÁÈ [−1; 1]
É ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÕÍÍÅ t1 + t2 = −p ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ q = t1t2 ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ
ÆÕÎËÃÉÉ f(s) = −s(s + p) (ÐÒÉ s ∈ [ 1 ; 2 − p ] ÄÌÑ p > 0 É ÐÒÉ s ∈ [ 1 − p ; 2] ÄÌÑ p 6 0),
ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ (0;−4), (−2;−2), (0;−1) É (1;−2). åÇÏ ÐÌÏÝÁÄØ,
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁ×ÎÁ 3.

ÚÁÄÁÞÁ 3. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ C ÄÏ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔ ÒÁ×ÎÏ
ÒÁÄÉÕÓÕ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ëÁËÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÕÇÌÁ C?
ÏÔ×ÅÔ: C = �=3, 2�=3.
ÒÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ðÕÓÔØ B′ | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ×Ù-
ÓÏÔÙ, ÏÐÕÝÅÎÎÏÊ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÕ AC, Á A′ | ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÕ CB. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÁÍÉ ×ÙÓÏÔÙ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ
× ÔÏÞËÅ O. ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ BB′C É AA′C ÐÏÄÏÂÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ A′C=AC = B′C=BC.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË A′B′C ÐÏÄÏÂÅÎ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ c ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÏÄÏ-
ÂÉÑ A′C=AC. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÉÁÍÅÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ×ÏËÒÕÇ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A′B′C,
ÒÁ×ÅÎ OC = R. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÏÄÏÂÉÑ ÒÁ×ÅÎ 1=2, É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ-
ÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË AA′C ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ C = �=3. óÌÕÞÁÊ ÔÕÐÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.



îÁÂÒÏÓÏË ÄÒÕÇÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ.
úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÔÒÅÚÏË AB É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ , ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÏÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ëÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ
C ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÜÔÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔØ ′, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ  ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ AB (ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ×ÐÉÓÁÎ-
ÎÙÅ ÕÇÌÙ), ÐÒÉÞÅÍ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ C ÓÄ×ÉÇÏÍ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ
ÃÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ  É ′. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÉÎÁ ÜÔÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÒÁ×ÎÁ ÒÁÄÉÕÓÕ , ÔÏ ÅÓÔØ ÕÇÏÌ C
ÒÁ×ÅÎ �=3 ÉÌÉ 2�=3.

ÚÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ S1 { ÓÆÅÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ 7, Á S2 { ÓÆÅÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ 1, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
ÔÁË, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÉÈ ÃÅÎÔÒÁÍÉ ÒÁ×ÎÏ 10. ðÒÑÍÁÑ l ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÆÅÒÙ × ÔÏÞËÅ
K1, Á ×ÔÏÒÏÊ { × ÔÏÞËÅ K2.

ëÁËÕÀ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ É ËÁËÕÀ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÏÔÒÅÚÏË K1K2?
ÏÔ×ÅÔ: ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÏÂÝÅÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÒÁ×ÎÁ 6, Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ - 8.
ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÅÒ×ÙÊ ÓÐÏÓÏÂ: ÓÔÅÐÅÎØ ÔÏÞËÉ.
ðÕÓÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÆÅÒÙ × ÔÏÞËÅ K1 ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ×ÔÏÒÕÀ ÓÆÅÒÕ ÐÏ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ C; ÔÏÇÄÁ |K1K2|2 (ÓÔÅÐÅÎØ ÔÏÞËÉ K1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ C) ÒÁ×ÎÁ |K1P | · |K1Q|, ÇÄÅ P , Q
ÓÕÔØ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ C ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ K1 É ÃÅÎÔÒÙ ÓÆÅÒ;
ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, |K1K2|2 ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÔÏÞËÉ K1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ×ÙÓÅËÁ-
ÅÍÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ � ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ÓÆÅÒÅ, Ô. Å. |K1K2|2 = |K1O2|2 − 4, ÇÄÅ O2 | ÃÅÎÔÒ ×ÔÏÒÏÊ
ÓÆÅÒÙ; ÉÔÁË, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ |K1K2|2 ÒÁ×ÎÙ (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ËÏÓÉÎÕÓÏ×)
102 − (7 + 1)2 = 36 É 102 − (7− 1)2 = 64.
÷ÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ: ×ÅËÔÏÒÙ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒÙ a = O1K1, b = K1K2, c = K2O2, d = O1O2. ñÓÎÏ, ÞÔÏ a + b + c = d.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, d2 = a2 +b2 +c2 +2(a; c). îÏ (a; c) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÒÁ×ÎÏÅ 7,
ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÙ a É c ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ É ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ, Á ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÒÁ×ÎÏÅ -7, ËÏÇÄÁ
ÏÎÉ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÎÏ ÓÍÏÔÒÑÔ × ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ b2
ÒÁ×ÎÏ 102 − (7 + 1)2 = 36, Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ { ÒÁ×ÎÏ 102 − (7− 1)2 = 64.

ÚÁÄÁÞÁ 5. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
{
a4 − b4 − c4 = a2b2c2

a3 = b2 + c2:

ÏÔ×ÅÔ: a = 0; b = 0; c = 0; a = 1; b = 0; c = ±1; a = 1; b = ±1; c = 0.
ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ,ÞÔÏ cb 6= 0. ôÏÇÄÁ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a > 1. ïÄ-
ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ, ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a2 > b2, a2 > c2. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, ÔÁË ËÁË
a3 = aa2 > 2a2 > c2 + b2. ÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ b = 0. ôÏÇÄÁ a = 1, c = ±1 ÉÌÉ
a = 0, c = 0.


