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5. òáóóìïåîéñ é ôïþîáñ çïíïôïðéþåóëáñ ðïóìåäï÷áôåìøîïóôø.

úÁÄÁÞÁ 1. ÷ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ
(A;B) (ÔÏ ÅÓÔØ ÏÐÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÏ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅÅ ÇÒÕÐÐÙ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ). äÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÈ
ÇÒÕÐÐ �i(A;B) ÕËÁÖÉÔÅ Ñ×ÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ó ÇÒÕÐÐÁÍÉ �i(A=B). Á) A = S1, B ⊂ A | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË.
Â) A | ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÅ (S1 ×D2), Á B | ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÁ (ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁÑ ÔÏÒÕ S1 × S1).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ Ó ÔÏÔÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ E, ÂÁÚÏÊ B É ÓÌÏÅÍ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : E → B ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ B ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÅ � : p−1(U) → F (ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ U), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : p−1(U) → U × F ,
ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �(x) = (p(x); �(x)), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.
úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÎÉÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ: Á) ÐÒÏÅËÃÉÑ ÌÅÎÔÙ íÅ-
ÂÉÕÓÁ ÎÁ ÅÅ ÓÒÅÄÎÀÀ ÌÉÎÉÀ; Â) E | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ (v1; v2) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×,
B = S2 | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ × R3, p : E → B ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ p(v1; v2) = v1; ×) (ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ)
E = S3 = {(z; w) ∈ C2 | |z|2 + |w|2 = 1}, B = CP 1 (ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ), p : E → B ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ
ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ p(z; w) = [z : w]; Ç*) E | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L ⊂ Rn É
ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A : L→ Rn=L, B = G(n; k) (ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×
Rn), Á p : E → B | ÐÒÏÅËÃÉÑ p(L;A) = L. ïÐÉÛÉÔÅ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÓÌÕÞÁÊ k = 1 (ËÏÇÄÁ B | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï).
úÁÄÁÞÁ 3. Á) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÂÁÚÁ É ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á ÔÏÔÁÌØÎÏÅ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï | ÂÕÔÙÌËÅ ëÌÅÊÎÁ. Â*) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ 2Ç ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ
Ë G(n; k).
úÁÄÁÞÁ 4. ÷ÙÐÉÛÉÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (Ô.Å. ×ÓÅ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅÅ ÇÒÕÐÐÙ É ÇÏÍÏ-
ÍÏÒÆÉÚÍÙ) Á) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ (ÚÁÄÁÞÁ 2×) ÄÏ ÞÌÅÎÁ �3; Â) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 2Â, ÄÏ ÞÌÅÎÁ �3; ×) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ
ÚÁÄÁÞÉ 3Á.
õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ ÐÕÎËÔÅ 4Â Ë ×ÅËÔÏÒÁÍ v1; v2 ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ×ÅËÔÏÒ v3 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ
ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ ÐÒÁ×ÙÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, E ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÔÁËÉÈ ÂÁÚÉÓÏ×, Ô.Å.
ÇÒÕÐÐÅ SO(3). ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ 4Â ÐÏÌÅÚÎÏ ÚÎÁÔØ ÏÔ×ÅÔ × ÚÁÄÁÞÅ 4Á.

úÁÄÁÞÁ 5 (ÐÒÅÄÕÐÒÅÖÄÁÀÝÉÊ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ). ðÕÓÔØ S3 = {(z; w) ∈ C2 | |z|2 + |w|2 = 1} (ÔÒÅÈÍÅÒÁÑ ÓÆÅÒÁ).
çÒÕÐÐÁ S1 = {� ∈ C | |�| = 1} ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁ×ÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ S3 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ: �(z; w) = (�z; �nw), ÇÄÅ n ∈ Z. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ËÁÖÄÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ;
Â) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÒÂÉÔ 
 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ CP 1 (Ô.Å. Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ); ×) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : S3 → 
, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ
ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ (z; w) ∈ S3 × ÅÅ ÏÒÂÉÔÕ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ n 6= ±1. þÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÐÒÉ
n = 1?
úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ E | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÁÒ (a; `), ÇÄÅ ` ⊂ Rn | ÐÒÑÍÁÑ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ
ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ), Á a ∈ ` | ÔÏÞËÁ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p1 : E → Rn É p2 : E → Y , ÇÄÅ Y | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÙÈ
× Rn, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ p1(a; `) = a, p2(a; `) = `. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ p1 É p2 | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ; ÞÅÍÕ
ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÉÈ ÓÌÏÉ? Â) ôÒÉ×ÉÁÌØÎÙ ÌÉ ÜÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ?
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ n = 2, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ.
úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ p : S3 → S2 | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ. ðÕÓÔØ S2 = U1 ∪ U2, ÇÄÅ U1 | ÓÆÅÒÁ ÂÅÚ ÀÖÎÏÇÏ
ÐÏÌÀÓÁ, Á U2 | ÂÅÚ ÓÅ×ÅÒÎÏÇÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �1 : U1 → S1 ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ U1, Á �2 : U2 → S1

| ÎÁÄ U2; ÄÌÑ ÔÏÞÅË x ∈ U1 ∩ U2 ÐÕÓÔØ �(x) | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ �1(x) ∈ S1 É �2(x) ∈ S1. ðÕÓÔØ 
 ⊂ S2

| ÜË×ÁÔÏÒ ÓÆÅÒÙ. Á) úÁÆÉËÓÉÒÕÊÔÅ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÉ �1 É �2 É ÎÁÊÄÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
�|
 : 
 → S1 (ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ). Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ
×ÙÂÏÒÁ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÊ �1 É �2. ×) ïÔ×ÅÔØÔÅ ÎÁ ÔÅ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 2Â.
úÁÄÁÞÁ 8. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ ÚÁÄÁÞÉ 7Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÃÅÌÙÍ
ÞÉÓÌÏÍ k, É ×ÙÐÉÛÉÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÄÏ ÞÌÅÎÁ �2.
úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ Mg | ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ, Á Eg | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ë Mg ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉ-
ÎÙ. ðÕÓÔØ p : Eg →Mg | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ, Á 
 = p−1(b) | ÓÌÏÊ ÎÁÄ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ b ∈Mg. Á) äÏ-
ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ p | ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ S1. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ �∗(�1(S1)) ⊂ �1(Eg)

1



Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �1(Mg); ÚÄÅÓØ � : 
 → Eg | ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ (ËÏÔÏÒÏÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ 
 ⊂ Eg ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÅÅ ÖÅ, ÎÏ ÕÖÅ ËÁË ÔÏÞËÕ Eg). ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
�∗(�1(S1)) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �1(S1) = Z É ÌÅÖÉÔ × ÃÅÎÔÒÅ ÇÒÕÐÐÙ �1(Eg); ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ u.
Ç) ðÕÓÔØ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ Mg ÓËÌÅÅÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ 4g-ÕÇÏÌØÎÉËÁ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ a1; b1; a2; b2; : : : ; ag; bg ∈
�1(Mg) ËÌÁÓÓÙ ÐÅÔÅÌØ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓËÌÅÊËÏÊ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ ÎÏÍÅÒ 1; 2; 5; 6; : : : ; 4g−3; 4g−2 (ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ
ÓËÌÅÅÎÙ Ó ÜÔÉÍÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × [a1; b1] : : : [ag; bg] = 1, ÇÄÅ [x; y] def= xyx−1y−1. Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-
ÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �1; �1; : : : ; �g; �g ∈ �1(Eg) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ p∗(�i) = ai É p∗(�i) = bi ÐÒÉ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; g, É ÞÔÏ ÄÌÑ
ÌÀÂÙÈ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ [�1; �1] : : : [�g; �g] = u2−2g.


