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6. ëïíðìåëóù: üìåíåîôáòîáñ áìçåâòá.

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ @i+1−→ Ci @i−→ Ci−1
@i−1−→ : : : @1−→ C0 −→ 0 | ËÏÍÐÌÅËÓ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ, × ËÏÔÏÒÏÍ Ci = Zki ÄÌÑ

×ÓÅÈ i, Á @i+1−→ ~Ci @i−→ ~Ci−1
@i−1−→ : : : @1−→ ~C0 −→ 0 ËÏÍÐÌÅËÓ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, × ËÏÔÏÒÏÍ ~Ci = Rki ÄÌÑ

×ÓÅÈ i, Á ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ (ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ). äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÅÓÌÉ Hi(C) = Z�i ⊕Gi, ÇÄÅ Gi | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕÐÐÁ (ËÒÕÞÅÎÉÅ), ÔÏ Hi( ~C) = R�i .
úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÃÅÐÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ←− ó2 ←− ó1 ←−
ó0 ←− 0, ÇÄÅ Ci = Zki ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, Ó×ÏÂÏÄÎÙ (ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ).

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ @i+1−→ Ci @i−→ Ci−1
@i−1−→ : : : @1−→ C0 −→ 0 |ÃÅÐÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÇÄÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ÇÒÕÐÐÁ Ci = Zki .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ @∗i+1←− Ci @∗i←− Ci−1
@∗i−1←− · · · @∗1←− C0 ←− 0, × ËÏÔÏÒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ @∗i ÓÏÐÒÑÖÅÎ

ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ @i (ÉÈ ÍÁÔÒÉÃÙ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ × Zki ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ). Á) äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ×ÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ (ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÃÅÐÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ, Ä×ÏÊ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ). Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Hi(C) = Z�i ⊕ Gi, ÇÄÅ Gi | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ
ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ Hi(C) = Z�i ⊕ G′i, ÇÄÅ ÇÒÕÐÐÁ G′i ÔÁËÖÅ ËÏÎÅÞÎÁ. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ,
ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÊ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÙ Gi É G′i ÍÏÇÕÔ ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ.
úÁÄÁÞÁ 4 (5-ÌÅÍÍÁ). äÁÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

A f−→ B g−→ C h−→ D i−→ E
p↓ q↓ r↓ s↓ t↓

A′ f ′−→ B′ g′−→ C ′ h′−→ D′ i′−→ E′

(ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á q ◦ f = f ′ ◦ p É Ô.Ð.). ÷ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÓÔÒÏËÉ |
ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, q É s | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, p | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, t | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ r
| ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÕÓÔØ A;B;C | ËÏÍÐÌÅËÓÙ, É ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×
0 0 0
↓ ↓ ↓

: : : @A;i+2−→ Ai+1
@A;i+1−→ Ai

@A;i−→ Ai−1
@A;i−1−→ : : :

�i+1↓ �i↓ �i−1↓

: : : @B;i+2−→ Bi+1
@B;i+1−→ Bi

@B;i−→ Bi−1
@B;i−1−→ : : :

�i+1↓ �i↓ �i−1↓

: : : @C;i+2−→ Ci+1
@C;i+1−→ Ci

@C;i−→ Ci−1
@C;i−1−→ : : :

↓ ↓ ↓
0 0 0

;

× ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÓÔÏÌÂÃÙ | ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, É ×ÓÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ (Ô.Å. ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �i−1 ◦ @A;i = @B;i ◦ �i É Ô.Ð.).
úÁÄÁÞÁ 5. Á) ðÕÓÔØ @A;i(x) = 0; ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ @B;i(�i(x)) = 0. ôÁËÖÅ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x = @A;i+1(y), ÔÏ
�i(x) = @B;i+1(z) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ z. Â) éÚ ÚÁÄÁÞÉ 5Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (�i)∗ : Hi(A) →
Hi(B). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (�i)∗ : Hi(B) → Hi(C). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Im((�i)∗) =
Ker((�i)∗) (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Hi(A) (�i)∗−→ Hi(B) (�i)∗−→ Hi(C) ÔÏÞÎÁ). ×) ðÕÓÔØ @C;i(x) =
0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ y ∈ Bi ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �i(y) = x, É ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ y ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ
z ∈ Ai−1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �i−1(z) = @B;i(y). Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ @A;i−1(z) = 0, ÇÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔ z ÐÏÓÔÒÏÅÎ × ÚÁÄÁÞÅ 5×.
Ä) ðÕÓÔØ y1; y2 ∈ Bi ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ �i(y1) = �i(y2) = x, É z1; z2 ∈ Ai−1 | ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÐÏ y1 É
y2 × ÚÁÄÁÞÅ 5×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ u ∈ Ai ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ z1 − z2 = @A;i(u). Å) ðÕÓÔØ x = @C;i+1(v) ÄÌÑ
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ v ∈ Ci+1, É ÐÕÓÔØ z ∈ Ai−1 | ÜÌÅÍÅÎÔ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÙÊ ÐÏ x × ÚÁÄÁÞÅ 5×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ z = @A;i(u) ÄÌÑ
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ u ∈ Ai. Ö) éÚ ÚÁÄÁÞ 5×{5Å ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ x 7→ z ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ
� : Hi(C) → Hi−1(A). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Hi(B) (�i)∗−→ Hi(C) �i−→ Hi−1(A) (�i)∗−→ Hi−1(B)
ÔÏÞÎÁ (É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÓËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÚÁÄÁÞÉ 5Â × \ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ"
ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ).
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