
01.IX.2010. ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ. 2-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ I. ìÉÓÔÏË 1�ÅÎÚÏÒÙá1⋄1. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ×ÅËÔÏÒÏ× vi ∈ Vi ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÅÓÔØ ÎÕÌÅ×ÏÊ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ�ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V1 × V2 × · · · × Vn '
- W ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ×ÅËÔÏÒÏ×?á1⋄2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U∗ ⊗ V ≃ Hom(U; V ) É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒf : U - V ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÍÕ ÔÅÎÚÏÒÕ � ⊗ v, ËÏÇÄÁ rk f = 1 .á1⋄3. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÚÁÄ. á1⋄2 ÚÁ�ÉÛÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ U A

- V É V B
- W × ×ÉÄÅ A = ∑�� ⊗ a� ,B = ∑ �� ⊗ b� Ó �� ∈ U∗, a� ∈ V , �� ∈ V ∗, b� ∈ W . úÁ�ÉÛÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ BA ∈ Hom(U;W ) ≃ U∗ ⊗W .á1⋄4. ðÕÓÔØ ei ∈ V É xi ∈ V ∗ | Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ. ÷ ËÁËÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ �ÒÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÉÚ ÚÁÄ. á1⋄2 ÔÅÎÚÏÒ ëÁÚÉÍÉÒÁ ∑ xi ⊗ ei ∈ V ∗ ⊗ V ?á1⋄5. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Hom(V; V ) ≃ V ∗ ⊗ V �

- (V ⊗ V ∗)∗ ≃ Hom(V; V )∗, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ �⊗ v × ÌÉ-ÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ v′⊗�′ ÒÁ×ÎÏ �(v′)·�′(v), ÚÁÄÁ£Ô ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Hom(V; V )ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÀ. ëÁËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÎÁ Hom(V; V ) ÏÎÁ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ? ÷ÙÒÏÖÄÅÎÁ ÌÉ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ?óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÌÉ? ëÁË ÏÎÁ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÔÒÉ�? þÔÏ ÚÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÅÊÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ?á1⋄6. ëÁË Ó×ÑÚÁÎÁ ÍÁÔÒÉ�Á ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× Ó ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ ÓÁÍÉÈ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÏ×? ðÕÓÔØ F | ×ÌÏÖÅÎÉÅ, Á E 6= 0 | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ F ⊗E |×ÌÏÖÅÎÉÅ?á1⋄7. ï�ÉÛÉÔÅ �ÉËÌÏ×ÏÊ ÔÉ� ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÉÁ-ÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÓÁÍÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ. åÓÌÉ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ, ÒÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á Á) Â) · · ·
︸ ︷︷ ︸n ×) · · ·

︸ ︷︷ ︸ná1⋄8. ðÕÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ f É g ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ {�1; �2; : : : ; �d} É
{�1; �2; : : : ; �d} (×ÓÅ ÞÉÓÌÁ �i É �j �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ). îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑf ⊗ g É ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ.á1⋄9. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U , V , W ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙÁ) U∗ ⊗ V ∗ ≃ (U ⊗ V )∗ Â) Hom(Hom(U; V );W ) ≃ Hom(V; U ⊗W )á1⋄10. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ' : V × V - k, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-ÀÝÉÈ ∀ u; v ∈ V ÕÓÌÏ×ÉÑÍ Á) '(v; v) = 0 Â) '(u; v) = '(v; u).á1⋄11. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á n { ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ V ∗ × · · · × V ∗ - kÁ) Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ V ⊗n Â) Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ë V ∗⊗n.á1⋄12. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ' : V × V × V - k, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÉÈ ∀ u; v; w ∈ V ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:Á) '(u; v; w) = '(v; u; w) = '(u;w; v) Â) '(u; v; w) = '(v; u; w)×) '(u; v; w) = '(v; u; w) = '(u;w;w) Ç) '(u; v; v) = '(u; u; v) = 0 Ä*) '(u; u; u) = 0Å*) '(u; v; w) = '(v; w; u) Ö*) '(u; v; w) + '(v; w; u) + '(w; u; v) = 0á1⋄13. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ � ∈ V ∗. îÁÚÏ×£Í ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ � Ï�ÅÒÁÔÏÒi� : V ⊗(n+1)

- V ⊗n ;Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ ÌÅ×ÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ �� : V ∗⊗n � 7→�⊗�
- V ∗⊗(n+1) �ÒÉ ËÁ-ÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ V ⊗n Ó (V ∗⊗n)∗ ÉÚ ÚÁÄ. á1⋄11. ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, Ü�ÉÍÏÒÆÅÎ ÌÉ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, É Ñ×ÎÏ Ï�ÉÛÉÔÅ ÅÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÕÀ n-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕw : V ∗ × · · · × V ∗ - k


