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ôÅÎÚÏÒÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ

á2¦1. éÍÅÀÔÓÑ ÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÉÚÏ-
ÍÏÒÆÉÚÍÙ

Á) (M ⊕N)⊗ L = (M ⊗ L)⊕ (N ⊗ L) Â) Hom(M ⊕N;L) = Hom(M;L)⊕ Hom(N;L)
×) Hom(L;M ⊕N) = Hom(L;M)⊕ Hom(L;N) Ç) Hom(L⊗M;N) = Hom(L;Hom(M ⊗N))

á2¦2. ïÐÉÛÉÔÅ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕÐÐÕ1: Á) Z=(3)⊗ Z=(4) Â) Z=(6)⊗ Z=(4)
×) Z=(m)⊗ Z=(n) , ÇÄÅ (m;n) = (1) Ç) Z=(pm)⊗ Z=(pn) , ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ.

á2¦3. ïÐÉÛÉÔÅ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕÐÐÕ: Á) Hom(Z=(6);Z=(5)) Â) Hom(Z=(6);Z=(10)
×) Hom(Z=(m);Z=(n) , ÇÄÅ (m;n) = (1) Ç) Hom(Z=(pm);Z=(pn) , ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ
Ä) Aut (Z=(30)) Å) Aut (Z=(2)⊕ Z) Ö) Aut (Z=(pn)) , ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. þÅÒÅÚ SnV É �nV ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ É ×ÎÅÛÎÑÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ,
ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ V ⊗n ÐÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ
É ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. þÅÒÅÚ Sym n(V ); Skew n(V ) ⊂ V ⊗n ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

á2¦4. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÉÍÅÀÔÓÑ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Á) V ⊗2 ' Sym 2V ⊕ Skew 2V Â) V ⊗3 ' Sym 3V ⊕ Skew 3V ? åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÐÏ-
ÓÔÒÏÊÔÅ ÉÈ Ñ×ÎÏ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÏÂßÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ, É Ñ×ÎÏ ÐÒÅÄßÑ×ÉÔÅ ÔÅÎÚÏÒ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ
ÓÕÍÍÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ.

á2¦5. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ V ∗⊗3 ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ Sym 3V ∗, Skew 3V ∗ É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÔÒÉÌÉÎÅÊ-
ÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ñËÏÂÉ ÉÚ ÚÁÄ. 1.12 (Ö) ?

á2¦6. îÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×ÁÍÉ: Á) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ n-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ V × V × · · · × V '- k

Â) ÆÕÎËÃÉÊ V f- k, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÁ

×) Sym n(V ∗) Ç) Sym n(V )∗ Ä) (SnV )∗ Å) (SnV ∗)
ëÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÎÁÄ ×ÓÅÍÉ ÐÏÌÑÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ?

á2¦7. îÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×ÁÍÉ: Á) ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ n-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ V × V × · · · × V '- k

Â) Skew n(V ∗) ×) Skew n(V )∗ Ç) (�nV )∗ Ä) (�nV ∗)
ëÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÎÁÄ ×ÓÅÍÉ ÐÏÌÑÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ?

á2¦8. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F : V - V ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ �1; �2; : : : ; �n .
ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F⊗n : V ⊗n - V ⊗n ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ É ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ Sym nV É Skew nV .
÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ×ÓÅÈ ÔÒ£È ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ.

á2¦9. ðÕÓÔØ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F . ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ Á) trF⊗2 Â) trF⊗3 ×) detF⊗2 Ç) detF⊗3

Ä) ÓÌÅÄ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ F ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Hom(V; V ) ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅÍ: G 7→ FGF−1

Å) ÓÌÅÄ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ F ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ
F'(x) = ' (F−1x) .

á2¦10. éÚÍÅÎÑÔÓÑ ÌÉ ÏÔ×ÅÔÙ × ÚÁÄ. á2¦9, ÅÓÌÉ F ÎÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ?
á2¦11. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ eF⊗E+E⊗F = eF ⊗ eF ?
á2¦12*. óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÌÉ ÄÌÑ n× n ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ln det(E − A) = tr ln(E − A)

Á) × ËÏÌØÃÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× ÏÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
Â) ÞÉÓÌÅÎÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ A

1ÕËÁÖÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ Z É Z=(pm)


