
Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç � II

Ëèñòîê 2

1) Ñóùåñòâóåò ëè â êàòåãîðèè ãðóïï
à) óíèâåðñàëüíûé îòòàëêèâàþùèé îáúåêò?
á) óíèâåðñàëüíûé ïðèòÿãèâàþùèé îáúåêò?

2) Ïóñòü Aα � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî îáúåêòîâ íåêîòîðîé êàòåãîðèè C. Ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ

C̃, îáúåêòû êîòîðîé � âñåâîçìîæíûå ñåìåéñòâà ìîðôèçìîâ φα : Aα → B, ãäå B � îäèí è òîò
æå îáúåêò êàòåãîðèè C (ñâîé äëÿ êàæäîãî îáúåêòà êàòåãîðèè C̃), à ìîðôèçìû êàòåãîðèè C̃ èç
îáúåêòà (φα : Aα → B) â îáúåêò (φ′

α : Aα → B′) � ýòî òàêèå ìîðôèçìû χ êàòåãîðèè C èç B â
B′, ÷òî âñå äèàãðàììû

Aα Aα

φα

y yφ′
α

B
χ−−−→ B′

êîììóòàòèâíû (òî åñòü φ′
α = χ ◦ φα äëÿ ëþáîãî α). Åñëè â êàòåãîðèè C̃ ñóùåñòâóåò óíèâåð-

ñàëüíûé îòòàëêèâàþùèé îáúåêò (iα : Aα → S), òî S íàçûâàåòñÿ ñóììîé ñåìåéñòâà îáúåêòîâ
Aα, à ìîðôèçìû iα íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè âëîæåíèÿìè ñëàãàåìûõ â ñóììó.
à) Äîêàæèòå, ÷òî â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ ñóùåñòâóåò ñóììà äâóõ îáúåêòîâ.
á) Äîêàæèòå, ÷òî â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ ñóùåñòâóåò ñóììà ëþáîãî ñåìåéñòâà îáúåêòîâ.
â) Äîêàæèòå, ÷òî â êàòåãîðèè êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä äàííûì ïîëåì ñó-

ùåñòâóåò ñóììà ëþáîãî êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà îáúåêòîâ.
ã) Äëÿ êàêèõ áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ îáúåêòîâ ñóùåñòâóþò ñóììû â êàòåãîðèè êîíå÷íîìåðíûõ

âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä äàííûì ïîëåì?
ä) Äîêàæèòå, ÷òî â êàòåãîðèè âñåõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä äàííûì ïîëåì ñóùåñòâóåò

ñóììà ëþáîãî ñåìåéñòâà îáúåêòîâ.
å) Äîêàæèòå, ÷òî â êàòåãîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñóùåñòâóåò ñóììà äâóõ îáúåêòîâ.
æ) Äîêàæèòå, ÷òî â êàòåãîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñóùåñòâóåò ñóììà ëþáîãî ñåìåé-

ñòâà îáúåêòîâ.
3) Ïóñòü Aα � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî îáúåêòîâ íåêîòîðîé êàòåãîðèè C. Ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ

C̃, îáúåêòû êîòîðîé � âñåâîçìîæíûå ñåìåéñòâà ìîðôèçìîâ φα : B → Aα, ãäå B � îäèí è
òîò æå îáúåêò êàòåãîðèè C, à ìîðôèçìû êàòåãîðèè C̃ èç îáúåêòà (φα : B → Aα) â îáúåêò
(φ′

α : B′ → Aα) � ýòî òàêèå ìîðôèçìû χ êàòåãîðèè C èç B â B′, ÷òî âñå äèàãðàììû

B
χ−−−→ B′

φα

y yφ′
α

Aα Aα

êîììóòàòèâíû. Åñëè â êàòåãîðèè C̃ ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûé ïðèòÿãèâàþùèé îáúåêò (pα :
P → Aα), òî P íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñåìåéñòâà îáúåêòîâ Aα, à ìîðôèçìû pα íàçûâàþòñÿ
êàíîíè÷åñêèìè ïðîåêöèÿìè ïðîèçâåäåíèÿ íà ñîìíîæèòåëè.
à) Äîêàæèòå, ÷òî â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ ñóùåñòâóåò ïðîèçâåäåíèå äâóõ îáúåêòîâ.
á) Äîêàæèòå, ÷òî â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ ñóùåñòâóåò ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà îáúåêòîâ.
â) Äîêàæèòå, ÷òî â êàòåãîðèè êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä äàííûì ïîëåì ñó-

ùåñòâóåò ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà îáúåêòîâ.
ã) Äëÿ êàêèõ áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ îáúåêòîâ ñóùåñòâóþò ïðîèçâåäåíèÿ â êàòåãîðèè êîíå÷íî-

ìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä äàííûì ïîëåì?
ä) Äîêàæèòå, ÷òî â êàòåãîðèè âñåõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä äàííûì ïîëåì ñóùåñòâóåò

ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà îáúåêòîâ.
å) Äîêàæèòå, ÷òî â êàòåãîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñóùåñòâóåò ïðîèçâåäåíèå äâóõ îáú-

åêòîâ.
æ) Äîêàæèòå, ÷òî â êàòåãîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñóùåñòâóåò ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî

ñåìåéñòâà îáúåêòîâ.
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4) Ïóñòü X � ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Y . Äîêàæèòå, ÷òî çàìûêàíèå X íå
èìååò âíóòðåííèõ òî÷åê òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæå-
ñòâî U ⊆ Y èìååò íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî V ⊆ U òàêîå, ÷òî V ∩ X = ∅. Òàêèå
ïîäìíîæåñòâà X ⊂ Y íàçûâàþòñÿ íèãäå íå ïëîòíûìè.

5) Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ÷èñåë èç îòðåçêà [0; 1], â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ íå âñòðå÷àåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 142857, ÿâëÿåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì. (Äåñÿòè÷íûå çàïèñè ñ áåñêîíå÷íûì
õâîñòîì äåâÿòîê çàïðåùåíû.)

6) Äîêàæèòå, ÷òî ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäè-
íåíèÿ íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ (¾òåîðåìà Áýðà¿).

7) Ìîæíî ëè ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñ÷åòíîãî ñåìåé-
ñòâà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ â R?
Âñþäó äàëüøå ÷åðåç Zp îáîçíà÷àåòñÿ êîëüöî öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë.

8) Ïóñòü p > 2 è u ∈ Zp íå äåëèòñÿ íà p. Ïîêàæèòå, ÷òî u ÿâëÿåòñÿ â Zp ïîëíûì êâàäðàòîì (ò. å.
ñóùåñòâóåò x ∈ Zp, äëÿ êîòîðîãî x2 = u) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ p
ñ êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà (ò. å. ñóùåñòâóåò m ∈ N, äëÿ êîòîðîãî m2 − u äåëèòñÿ íà p).

9) Âûÿñíèòå, êàêèå ýëåìåíòû â Z2 ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè êâàäðàòàìè.
10) Ðàññìîòðèì Zp è R êàê ãðóïïû ïî ñëîæåíèþ. Êàêèå ñóùåñòâóþò ãîìîìîðôèçìû èç Zp â R,

ÿâëÿþùèåñÿ íåïðåðûâíûìè îòîáðàæåíèÿìè?
11) Êàêèå ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ãîìîìîðôèçìû èç Zp, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ãðóïïà ïî ñëîæå-

íèþ, â îêðóæíîñòü (ò. å. ãðóïïó êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ðàâíûõ åäèíèöå ïî ìîäóëþ, ñ óìíîæåíèåì
â êà÷åñòâå îïåðàöèè)?

12) Ïóñòü X � êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.
à) Äîêàæèòå, ÷òî X ãîìåîìîðôíî X ×X.
á) Äîêàæèòå, ÷òî X ãîìåîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà, êàæäûé ÷ëåí êîòîðîãî

ðàâåí X.
13) à) Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê íå ãîìåîìîðôåí êâàäðàòó.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ñþðúåêòèâíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà íà êâàäðàò.
(Óêàçàíèå: êâàäðàò êîìïàêòåí è ëèíåéíî ñâÿçåí.)

14) Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : [0, 1] → [0, 1] òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ [0, 1] ìíîæå-
ñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(x) = a èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì?

15) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (ñ òîïîëîãèåé, óíàñëåäîâàííîé èç R) ãîìåî-
ìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà ñ÷åòíûõ äèñêðåòíûõ ìíîæåñòâ.

16) * Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå êîìïàêòíîå âïîëíå íåñâÿçíîå ñîâåðøåííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
ãîìåîìîðôíî êàíòîðîâó ìíîæåñòâó.
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