
Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç � II

Ëèñòîê 1

1) Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî êðóãîâ íà ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùèõñÿ â äàííîì êâàäðàòå, è óïîðÿäî÷èì
åãî ïî âêëþ÷åíèþ.
à) Åñòü ëè â ýòîì ìíîæåñòâå íàèáîëüøèé ýëåìåíò?
á) Ïðèìåíèìà ëè ê ýòîìó ìíîæåñòâó ëåììà Öîðíà?
â) Îïèøèòå âñå ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû â ýòîì ìíîæåñòâå.

2) Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå åñòü áàçèñ.
3) Âûâåäèòå èç ëåììû Öîðíà òåîðåìó Öåðìåëî:

Âñÿêîå ìíîæåñòâî ìîæíî âïîëíå óïîðÿäî÷èòü.
4) Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Öåðìåëî, äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ îäíî ðàâíîìîùíî ïîä-

ìíîæåñòâó äðóãîãî.
5) Âûâåäèòå èç òåîðåìû Öåðìåëî ëåììó Öîðíà.
6) Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èçîìîðôíî àëãåáðàè÷åñêîìó çàìûêàíèþ ïîëÿ ðàöèî-

íàëüíûõ ôóíêöèé ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè îò êîíòèíóàëüíîãî ñåìåéñòâà àëãåáðà-
è÷åñêè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

7) Ïóñòü Y � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è X ⊂ Y . Äîêàæèòå, ÷òî çàìûêàíèå X â Y
ÿâëÿåòñÿ ïîïîëíåíèåì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X.

8) Äîêàæèòå íåïîëíîòó è ïîñòðîéòå ïîïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ:
à) ïðÿìîé R ñ ðàññòîÿíèåì d(x, y) = | arctg x− arctg y|;
á) ïðÿìîé R ñ ðàññòîÿíèåì d(x, y) = |ex − ey|.

9) Âî ìíîæåñòâå {∆} îòðåçêîâ íà ïðÿìîé îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå êàê äëèíó ñèììåòðè÷åñêîé ðàç-
íîñòè:

d(∆1,∆2) = |∆1|+ |∆2| − 2|∆1 ∩∆2|
(÷åðåç |∆| îáîçíà÷åíà äëèíà îòðåçêà ∆). Äîêàæèòå íåïîëíîòó è íàéäèòå ïîïîëíåíèå ýòîãî
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

10) Äîêàæèòå íåïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ îòíîñèòåëüíî ìåòðèê:
à) d(P,Q) = max

x∈[0,1]
|P (x)−Q(x)|;

á) d(P,Q) =
1∫
0

|P (x)−Q(x)|dx;

â) d(P,Q) =
∑
i

|ci|, ãäå P (x)−Q(x) =
∑
i

cix
i.

11) Äîêàæèòå ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà B(X) îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå X ñ ðàññòîÿíèåì

d(f, g) = sup
x∈X

|f(x)− g(x)|.

12) Ïóñòü X � îãðàíè÷åííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå x 7→ d(x, •)
ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì âëîæåíèåì X â B(X).

13) Âûâåäèòå èç ïðåäûäóùèõ äâóõ çàäà÷ òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè ïîïîëíåíèÿ äëÿ îãðàíè÷åííûõ
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

14) Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âûïîëíåíà òåîðåìà î ñòÿãèâàþ-
ùèõñÿ øàðàõ:
Ó ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ çàìêíóòûõ øàðîâ B1(a1, r1) ⊇ B2(a2, r2) ⊇ . . . ,
ðàäèóñû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, åñòü åäèíñòâåííàÿ îáùàÿ òî÷êà.

15) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì âûïîëíåíà òåîðåìà î ñòÿãèâàþ-
ùèõñÿ øàðàõ, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

16) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X
îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà åãî ïîïîëíåíèè, è ýòî ïðîäîëæåíèå
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî.


