
Àíàëèç I Ëèñòîê 4

Ïðåäåëû
Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè lim

n→∞
an = A 6= 0 è ai 6= 0 äëÿ âñåõ i, òî lim

n→∞
1/an = 1/A.

Çàäà÷à 2. a)Äîêàæèòå ÷òî åñëè lim
n→∞

an = A, lim
n→∞

bn = B è äëÿ âñÿêîãî n âûïîëíåíî
an > bn, òî A > B.
b)Ìîæíî ëè îñëàáèòü óñëîâèå ïóíêòà a), ïðåäïîëîæèâ ÷òî an > bn äëÿ áåñêîíå÷íîãî
ïîäìíîæåñòâà n ∈ N?
c)Ìîæíî ëè â ïóíêòå a) çàìåíèòü íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà íà ñòðîãèå?
Çàäà÷à 3. a)Äîêàæèòå ëåììó î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ: åñëè an > bn > cn äëÿ âñåõ n è
lim

n→∞
an = lim

n→∞
cn = A, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn òîæå ñõîäèòñÿ è lim

n→∞
bn = A.

b)Ìîæíî ëè â óñëîâèÿõ ëåììû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íåðàâåíñòâà âûïîëíåíû äëÿ áåñêîíå÷-
íîãî ïîäìíîæåñòâà n ∈ N? Äëÿ âñåõ n êðîìå êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà?
Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå ñõîäèìîñòü è âû÷èñëèòå ïðåäåë ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:
a) an = an+b

cn+d
, c 6= 0;

b) an = P (n)
Q(n)

, ãäå P è Q � ìíîãî÷ëåíû îäèíàêîâîé ñòåïåíè;
c) an = n!

nn ;
d) an = n

√
n;

e) an = 1/ n
√

n!;
f) an = n

√
an + bn, a, b > 0;

g) a1 =
√

2, a2 =
√

2 +
√

2, . . . , an =

√
2 +

√
2 + · · ·+√

2 (âñåãî n çíàêîâ êîðíÿ);

h∗) an = 2n

√
2−

√
2 +

√
2 + · · ·+√

2 (âñåãî n çíàêîâ êîðíÿ).
Ïîäñêàçêà: ñíà÷àëà ïðîèçâåäèòå êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò.
Çàäà÷à 5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ñõîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
a) an = qn, q ∈ C;
b) an = qn/n, q ∈ C;
c) an = nkqn, k ∈ Z, q ∈ C;
d) an = qn/n!, q ∈ C.
Çàäà÷à 6. Ìîæåò ëè ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîâïàäàòü ñî ñëå-
äóþùèì ìíîæåñòâîì:
a) êîíå÷íûé íàáîð ÷èñåë A1, . . . , An, n > 0;
b) ïóñòîå ìíîæåñòâî;
c)Z ⊂ R;
d) 1/n|n ∈ Z;
e) 1/n|n ∈ Z ∪ {0};
f) îòðåçîê [0, 1];
g) èíòåðâàë (0, 1);
h) âñ¼ R;
i)Q ⊂ R;
j∗) êàíòîðîâî ìíîæåñòâî � ÷èñëà îò 0 äî 1, â òðîè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ îòñóòñòâóåò öèôðà
1 (íî äîïóñêàåòñÿ áåñêîíå÷íûé õâîñò èç äâîåê, íàïðèìåð 1 = 0.222 . . . ).


