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Çíàêîïîñòîÿííûå ðÿäû
Îïðåäåëåíèå 1. Ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Sn = a1 + · · ·+ an, ñóììîé
ðÿäà � ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×èñëà Sn íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Sn.
Îïðåäåëåíèå 2. Ðÿä a1 +a2 + . . . íàçûâàåòñÿ çíàêîïîñòîÿííûì ïðè âåùåñòâåííûõ íåîò-
ðèöàòåëüíûõ ai.
Çàäà÷à 1. a)Äîêàæèòå, ÷òî çíàêîïîñòîÿííûé ðÿä ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì îãðàíè÷åíà.
Ïîäñêàçêà: âîñïîëüçóéòåñü òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ.
b)Äîêàæèòå, ÷òî çíàêîïîñòîÿííûé ðÿä ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃N ∈ N ∀n1 > · · · > nk > N an1 + · · ·+ ank
< ε.

Ïîäñêàçêà: âîñïîëüçóéòåñü êðèòåðèåì Êîøè.
c)Äîêàæèòå, ÷òî ñõîäèìîñòü çíàêîïîñòîÿííîãî ðÿäà è åãî ñóììà íå èçìåíèòñÿ ïðè ïåðå-
ñòàíîâêå ñëàãàåìûõ.
Ïîäñêàçêà: ýòî îòíþäü íå ñëåäóåò íàïðÿìóþ èç êîììóòàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ.
Çàäà÷à 2. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ðÿäîâ ñõîäÿòñÿ? Âû÷èñëèòå èõ ñóììó.
a) 1 + q + q2 + q3 + . . . (ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ);
b) 1 + 2q + 3q2 + 4q3 + . . . (ïðîèçâîäíàÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè);
c∗)

∞∑
n=1

qn(n + 1)(n + 2) . . . (n + k);

d) 1
1

+ 1
2

+ 1
3

+ 1
4

+ 1
5

+ . . . (ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä);
e) 1

1·2 + 1
2·3 + 1

3·4 + 1
4·5 + 1

5·6 + . . . .
Çàäà÷à 3. a)Äîêàæèòå ìàæîðàíòíûé ïðèçíàê: åñëè 0 6 an 6 bn è ðÿä b1 + · · · + bn

ñõîäèòñÿ, òî è ðÿä a1 + · · ·+ an ñõîäèòñÿ.
b)Äîêàæèòå ïðèçíàê ä'Àëàìáåðà: åñëè an > 0 è lim

n→∞
(an+1/an) = q , òî ïðè q < 1 ðÿä

a1 + a2 + . . . , ñõîäèòñÿ, à ïðè q > 1 � ðàñõîäèòñÿ.
c)Äîêàæèòå ïðèçíàê Êîøè: åñëè an > 0 è lim

n→∞
n
√

an = q , òî ïðè q < 1 ðÿä a1 + a2 + . . . ,
ñõîäèòñÿ, à ïðè q > 1 � ðàñõîäèòñÿ.
Ïîäñêàçêà: â b) è c) âîñïîëüçóéòåñü ìàæîðàíòíûì ïðèçíàêîì è ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé.
Çàäà÷à 4. a)Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä 1

0!
+ 1

1!
+ 1

2!
+ 1

3!
+ 1

4!
+ . . . ñõîäèòñÿ. Åãî ñóììà íàçûâàåòñÿ

÷èñëîì Ýéëåðà è îáîçíà÷àåòñÿ e.
b)Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî e èððàöèîíàëüíî.
c)Äîêàæèòå, ÷òî e = lim

n→∞
(
1 + 1

n

)n.
Ïîäñêàçêà: ðàçëîæèòå ñòåïåíü ïî áèíîìó, îòäåëüíî îöåíèòå îòëè÷èå ïåðâûõ ñëàãàåìûõ îò
ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ ðÿäà è âêëàä îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ.
Çàäà÷à 5. Ñõîäÿòñÿ ëè ñëåäóþùèå ðÿäû:
a) q0

0!
+ q1

1!
+ q2

2!
+ q3

3!
+ q4

4!
+ . . . , q > 0;

b)
∞∑

n=0

(n!)2

(2n)!
;

c)
∞∑

n=0

nk

qn , k ∈ N, q > 0;

d) 1!
11 + 2!

22 + 3!
33 + 4!

44 + . . . ;
e) 1

12 + 1
22 + 1

32 + 1
42 + . . . ;
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f ∗)
∞∑

n=0

1
k√

nl
, k, l ∈ N;

g∗)
∑

n∈Ik,l

1/n, ãäå Ik,l ⊂ N � ìíîæåñòâî ÷èñåë, íå ñîäåðæàùèõ k â l-è÷íîé çàïèñè.

Çàäà÷à 6∗ (ïðèçíàê Êóììåðà). Ïóñòü c1, c2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, òàêàÿ ÷òî ðÿä

∞∑
n=0

1/cn ðàñõîäèòñÿ. Äëÿ çíàêîïîñòîÿííîãî ðÿäà a1 +

a2 + . . . ïîëîæèì Kn = cn
an

an+1
− cn+1.

a∗)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Kn 6 0 íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, òî ðÿä a1+a2+. . . ðàñõîäèòñÿ.
b∗)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Kn > 0 íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, òî ðÿä

∞∑
n=0

(cnan − cn+1an+1)

ñõîäèòñÿ.
c∗)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Kn > δ > 0 íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, òî ðÿä a1 + a2 + . . .
ñõîäèòñÿ.
d∗)Çàïèøèòå ïîëó÷èâøèéñÿ ïðèçíàê äëÿ cn = n (îí íàçûâàåòñÿ ïðèçíàêîì Ðààáå). ×òî
ïîëó÷èòñÿ, åñëè âçÿòü cn = 1?


