
Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç � II

Ëèñòîê 4

1) Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîêàæèòå, ÷òî íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ
â X, ñîäåðæàùàÿ âñå çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà, ñîâïàäàåò ñ σ-àëãåáðîé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ.

2) Ïîêàæèòå, ÷òî íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ â R, ñîäåðæàùàÿ âñå èíòåðâàëû âèäà [a, b),
ñîâïàäàåò ñ σ-àëãåáðîé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ.

3) Ïîêàæèòå, ÷òî íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ â R, ñîäåðæàùàÿ âñå èíòåðâàëû âèäà [a, b),
ãäå a, b ∈ Q, ñîâïàäàåò ñ σ-àëãåáðîé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ.

4) Ïóñòü A1 ⊆ A2 ⊆ . . . � áåñêîíå÷íàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ïîäìíî-
æåñòâ â ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé µ. Äîêàæèòå, ÷òî µ (

∪∞
n=1 An) = lim

n→∞
µ(An).

5) Ïóñòü A1 ⊇ A2 ⊇ . . . � áåñêîíå÷íàÿ óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ
â ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé µ, è ïóñòü µ(A1) < +∞. Äîêàæèòå, ÷òî µ (

∩∞
n=1 An) = lim

n→∞
µ(An), è

ïîêàæèòå, ÷òî óñëîâèå µ(A1) < +∞ îòáðîñèòü íåëüçÿ.
6) Äëÿ x ∈ (0, 1) è n ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç fn(x) êîëè÷åñòâî ñåìåðîê ñðåäè ïåðâûõ n çíàêîâ

ïîñëå çàïÿòîé â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà x. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ (0, 1) èìååì
lim
n→∞

(fn(x)/n) = 1/10.

7) Ïóñòü E ⊆ [0, 1] � èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî, îáëàäàþùåå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ
âñÿêîãî îòðåçêà [a, b] ⊆ [0, 1] èìååì µ(E ∩ [a, b]) = (b− a)µ(E). Äîêàæèòå, ÷òî µ(E) ðàâíà íóëþ
èëè åäèíèöå.

8) Äëÿ êàæäîãî ε ∈ [0, 1] ïîñòðîéòå èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî E ⊆ [0, 1], äëÿ êîòîðîãî E = [0, 1]
è µ(E) = ε.

9) Îáÿçàòåëüíî ëè îáðàç ìíîæåñòâà ìåðû íóëü ïîä äåéñòâèåì ãîìåîìîðôèçìà èìååò ìåðó íóëü?
10) Îáÿçàòåëüíî ëè îáðàç èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà ïîä äåéñòâèåì ãîìåîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ èçìå-

ðèìûì ìíîæåñòâîì?
11) Ïîñòðîéòå ïðèìåð èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó, íî íå áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà. Óêàçàíèå: èñïîëü-

çóéòå, ÷òî ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü èçìåðèìî.

12) Ïîñòðîéòå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî S ⊂ [0, 1] òàêîå, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà U ⊂ [0, 1] áûëî
µ(U ∩ S) > 0 è µ(U \ S) > 0.

13) Ïîñòðîéòå íèãäå íå ïëîòíîå îãðàíè÷åííîå ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû.
14) Äîêàæèòå, ÷òî â êàæäîì ñîâåðøåííîì ìíîæåñòâå åñòü ñîâåðøåííîå ïîäìíîæåñòâî ìåðû íóëü.
15) (Ïðèçíàê Âàëëå-Ïóññåíà) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ èçìåðèìîñòè îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà E

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâîâàëî òàêîå çàìêíóòîå ïîäìíîæå-
ñòâî F ⊂ E, ÷òî µ∗(E \ F ) < ε.

16) Ïóñòü A è B � èçìåðèìûå ìíîæåñòâà íà îòðåçêå [0, 1]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A + B ìíîæåñòâî
{a + b | a ∈ A, b ∈ B}, è äëÿ êàæäîãî âåùåñòâåííîãî t îáîçíà÷èì ÷åðåç t + B ìíîæåñòâî
{t+ b | b ∈ B}.
à) Åñëè A è B èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó, òî A+B ñîäåðæèò íåíóëåâîé îòêðûòûé èíòåðâàë.
á) Ïóñòü µ(A) = µ(B) = 1

4
. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ t òàêîå, ÷òî µ(A ∩ (t+B)) > 1

1000
.

â) Äîêàæèòå, ÷òî lim
t→0

µ(A ∩ (t+B)) = µ(A ∩B).

17) Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

µ(A∆( 1
n
+A)) = 0 äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà A êîíå÷íîé ìåðû. Ïîêàæèòå íà

ïðèìåðå, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íîé ìåðû ýòî íåâåðíî.
18) Ïóñòü µ � êîíå÷íàÿ σ-àääèòèâíàÿ ìåðà íà ïîëóêîëüöå S ⊆ 2X , ïðè÷åì X ∈ R(S). Îïðåäåëèì

íà 2X îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîëàãàÿ A ∼ B åñëè µ∗(A △ B) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæå-
ñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîäìíîæåñòâ âX, ñíàáæåííîå ðàññòîÿíèåì d(A,B) = µ∗(A △ B),
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.


