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÷×ÅÄÅÎÉÅ.
üÔÉ ÚÁÐÉÓËÉ ÌÅËÃÉÊ, ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÙÈ × ÓÅÎÔÑÂÒÅ. ÷ÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÔÅÏÒÅÍÙ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ

ÏÓ×ÏÅÎÉÑ ËÕÒÓÁ, ÚÄÅÓØ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, × ×ÉÄÅ ÚÁÄÁÞ. îÅ ×ÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÙÄÅÌÅÎÙ × ÏÔÄÅÌØ-
ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ É ÐÒÅÄ×ÁÒÑÀÔÓÑ ÓÌÏ×ÏÍ "ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ", ÎÏ ×ÓÅ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÔÅÒÍÉÎÙ
×ÙÄÅÌÅÎÙ ËÕÒÓÉ×ÏÍ. ÷ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ, ×ÁÖÎÙ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ: ×
ÎÉÈ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ ×ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ, ÉÌÉ ÖÅ ××Ï-
ÄÑÔÓÑ ×ÁÖÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ. âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞ ÐÏ×ÔÏÒÑÅÔ Ó ÎÅÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÍÉ ×ÁÒÉÁÃÉÑÍÉ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ
ÌÉÓÔÏÞËÏ×; ÎÕÍÅÒÁÃÉÑ,ÏÄÎÁËÏ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÎÏÊ.
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1. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ.
üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ, ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÉÚ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ,
ÏÄÎÁËÏ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ b Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ
a, ÉÌÉ ÞÔÏ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ b, ÅÓÌÉ a = bc, ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ c ÔÁËÖÅ ÃÅÌÏÅ. üÔÏÔ
ÆÁËÔ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: b | a (ÞÉÔÁÅÔÓÑ: �b Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ a�, ÉÌÉ
�a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b�). îÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p > 1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ
ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ 1 É ÓÁÍÏÇÏ ÓÅÂÑ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ ÅÄÉÎÉÃÙ,
ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó
ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ; ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ� É,
×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÒÅÂÕÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÚÄÅÓØ ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Á ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ a É b, ÔÏÇÄÁ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÔÁËÏÅ
ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ d, ÞÔÏ d | a É d | b. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: d = îïä(a; b); ÞÁÓÔÏ ÅÇÏ ÓÏËÒÁÝÁÀÔ
ÄÏ d = (a; b). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ËÒÁÔÎÙÍ ÞÉÓÅÌ a É b ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ f , ÞÔÏ a | f É b | f . ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f = îïë(a; b).

úÁÄÁÞÁ 1.1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ îïë(a; b)îïä(a; b) = |ab|.
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ä×Á ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ a É b ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ,
ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ 1 É -1, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ îïä(a; b) = 1. þÁÓÔÏ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ÕÄÏÂÎÏ ÓÓÙÌÁÔØÓÑ ÎÁ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ìÅÍÍÁ 1.1. ðÕÓÔØ a, b É c | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÞÅÍ a É b ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ (ÔÏ ÅÓÔØ îïä(a; b) = 1)
É a | bc. ôÏÇÄÁ a | c.

åÝÅ ÏÄÉÎ ×ÁÖÎÙÊ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔ ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ | ÜÔÏ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ. òÁÚÄÅ-
ÌÉÔØ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ a ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n | ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÞÉÓÌÏ a × ×ÉÄÅ
a = ns + r, ÇÄÅ s É r | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÞÅÍ 0 ≤ r < n. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÓÅÇÄÁ
×ÏÚÍÏÖÎÏ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ s ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÏÌÎÙÍ ÞÁÓÔÎÙÍ (É ÒÅÄËÏ ÂÙ×ÁÅÔ
ÚÁÞÅÍ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÌÅÚÎÙÍ), Á r | ÏÓÔÁÔËÏÍ (ÏÎ-ÔÏ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, É ×ÁÖÅÎ). úÁÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÁ n ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÄÒÏÂÉ a

n × ÓÕÍÍÕ ÅÅ
ÃÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉ s É ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÄÒÏÂÉ r

n : ÄÅÌÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a = ns+ r ÎÁ n, ÐÏÌÕÞÁÅÍ a
n = s+ r

n . ïÂÒÁÔÉÔÅ
×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: ÏÓÔÁÔÏË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ −11
ÎÁ 5 ÒÁ×ÅÎ 4 (−11 = (−3)5 + 4).

1.1. îÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.
íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ

ax+ by = c; (1.1)

ÇÄÅ x É y | ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ, Á a,b É c | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ; ÚÁÍÅÎÑÑ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ x
ÎÁ −x ÉÌÉ y ÎÁ −y, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÞÉÓÌÁ a,b É c ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ.

îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÕÞÁÑ c = 1, Ô. Å. ÂÕÄÅÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ

ax+ by = 1: (1.2)

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1.2) ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ, É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ a É b ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ
ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ d . ôÏÇÄÁ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ax + by ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ
d, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ax + by = 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1.2) ÉÍÅÌÏ
ÃÅÌÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÁ a É b ÂÙÌÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, Ô.Å. îïä(a; b) = 1. ïËÁÚÙ-
×ÁÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ îïä(a; b) = 1,
ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1.2) × ×ÉÄÅ ax = −by+1 É ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ ÉÓËÁÔØ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏÄÂÏÒÏÍ, ÐÏÄÓÔÁ-
×ÌÑÑ ×ÍÅÓÔÏ y ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÞÉÓÌÁ 0, 1, 2, 3, : : : É ÔÁË ÄÁÌÅÅ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ by ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÄÁ×ÁÔØ
ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ a ÏÓÔÁÔÏË 1. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÜÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ, ÞÉÓÌÏ −by + 1 ÂÕÄÅÔ ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ
a, ÐÏÜÔÏÍÕ x = −by+1

a ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1.2). ïÓÔÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ
ÐÏÎÑÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ×ÏÏÂÝÅ ËÏÇÄÁ-ÎÉÂÕÄØ ÄÏÌÖÎÏ ÐÒÏÉÚÏÊÔÉ, É ÓËÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ y ÎÁÍ ÐÅÒÅÄ ÜÔÉÍ
ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÐÅÒÅÐÒÏÂÏ×ÁÔØ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ a ÐÒÏÂ; ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ
ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ a ÞÉÓÅÌ b · 0, b · 1, b · 2, : : :, b · (a− 1) ÎÁ a ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ôÏÇÄÁ, ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ ×ÓÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ a ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÓÔÁÔËÏ× ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ a, ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ
ÏËÁÖÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ 1, ÞÔÏ É ÄÁÓÔ ÎÁÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 1.2.

éÔÁË, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÁ b · 0; b · 1; b · 2; : : : ; b · (a − 1); ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ Ä×Á ÉÚ
ÎÉÈ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ b · p É b · q , ÄÁÀÔ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ a ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÏÓÔÁÔÏË r , Ô. Å. bp = au + r É
bq = av + r, p; q ∈ {0; 1; 2; : : : ; a − 1}, 0 ≤ r < a. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, p > q, ÔÏÇÄÁ, ×ÙÞÉÔÁÑ ×ÔÏÒÏÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ b(p − q) = a(u − v), ÔÏ ÅÓÔØ b(p − q) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a . ðÒÉÍÅÎÑÑ
ÔÅÐÅÒØ ÌÅÍÍÕ 1.1, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ a | (p − q), ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÁ p É q ÚÁËÌÀÞÅÎÙ
ÍÅÖÄÕ 0 É a − 1, ÔÁË ÞÔÏ É 0 < p − q < a. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ
ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ b · 0; b · 1; b · 2; : : : ; b · (a − 1) ÎÁ a ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (x0; y0) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1.2) Ó 0 < y0 < a.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ, ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ, ×ÏÐÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ (1.1) ÓÒÁÚÕ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÖÅ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ
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ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1.1) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÑËÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ a É b Ñ×ÌÑÌÓÑ ÂÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ
É ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ c, ÔÏÇÄÁ, ÓÏËÒÁÝÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÝÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ×ÓÅÈ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×,
ÍÙ ÏÐÑÔØ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÕÓÌÏ×ÉÀ îïä(a; b) = 1. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÙÍ: ÅÓÌÉ (x0; y0) | ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1.2), ÔÏ (cx0; cy0) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,
ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1.1).

÷ÏÐÒÏÓ Ï ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1.1) ÉÌÉ (1.2) ÔÁËÖÅ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ:
ÅÓÌÉ (x1; y1) É (x2; y2) | Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1.1), ÔÏ, ×ÙÞÉÔÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ax1 + by1 = c ÉÚ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ax2 + by2 = c, ÐÏÌÕÞÁÅÍ a(x1 − x2) + b(y1 − y2) = 0. îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a É b
×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a | (y1 − y2), Ô.Å. y1 − y2 = ka, ÇÄÅ k | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, É,
ÚÎÁÞÉÔ, x1 − x2 = −kb. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1.1) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ x = x0 − kb; y =
y0 + ka; k ∈ Z. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ × ×ÉÄÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1. ðÕÓÔØ a,b É c | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ,

ax+ by = 1 (1.3)
ax+ by = c (1.4)

| ÄÉÏÆÁÎÔÏ×Ù ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ
1) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1.3) ÉÍÅÅÔ ÃÅÌÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a É b ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ (ÔÏ
ÅÓÔØ îïä(a; b) = 1);
2) ÅÓÌÉ (x0; y0) | ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÒÅÛÅÎÉÅ (1.2), ÔÏ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ (1.3) ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÏ
ÆÏÒÍÕÌÁÍ x = x0 − kb; y = y0 + ka; k ∈ Z;
3) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1.4) ÉÍÅÅÔ ÃÅÌÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ⇐⇒ c ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ îïä(a; b); × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ îïä(a; b) Ó×ÏÄÉÔ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ îïä(a; b) = 1.
4) ÅÓÌÉ îïä(a; b) = 1 É (x0; y0) | ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÒÅÛÅÎÉÅ (1.3), ÔÏ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ (1.4)
ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ x = cx0 − kb; y = cy0 + ka; k ∈ Z.

úÁÄÁÞÁ 1.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ,
ÞÔÏ ÅÓÌÉ îïä(a; b) = 1, ÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÅ × ×ÉÄÅ ax+ by x; y ∈ Z,
ÒÁ×ÎÏ 1. (üÔÏ ÄÁÅÔ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1.)

úÁÄÁÞÁ 1.3. ïÂÏÂÝÉÔÅ ÐÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1 ÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó n > 2 ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ.

íÙ ÐÒÉ×ÅÌÉ Ä×Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1.3). íÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ
ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÎÉÃÁ: × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÐÏÄÈÏÄ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ × ÚÁÄÁÞÅ 1.2, ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ,
ÄÁÅÔ ÞÉÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÅÚ ÕËÁÚÁÎÉÑ ÔÏÇÏ, ËÁË ÅÇÏ ÎÁÊÔÉ, ÎÁÛÅ ÐÅÒ-
×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÓÅ-ÔÁËÉ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕËÁÚÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÈÏÔÑ É
ÏÞÅÎØ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ: ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÒÑÍÙÍ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ
ÚÁ max(a; b) ÛÁÇÏ×. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÜËÏÎÏÍÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ,
ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÊ ÃÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ.

1.2. ãÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ.
ãÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ:

2 + 1

3 + 1

1 + 1

5 + 1
3

: (1.5)
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îÅÔÒÕÄÎÏ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ 165=73. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÊ ÄÒÏÂÉ ×
ÃÅÐÎÕÀ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ×ÙÄÅÌÅÎÉÅÍ ÃÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉ:

165
73 = 2 + 19

73 = 2 + 1
73=19 = 2 + 1

3 + 16
19

= 2 + 1

3 + 1
19=16

=

= 2 + 1

3 + 1

1 + 3
16

= 2 + 1

3 + 1

1 + 1
16=3

= 2 + 1

3 + 1

1 + 1

5 + 1
3

: (1.6)

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

73x+ 165y = 1: (1.7)

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ (1.6), Á ÚÁÔÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÔÁÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÙÞÉ-
ÓÌÅÎÉÅ:

2 + 1

3 + 1

1 + 1
5

= 2 + 1

3 + 5
6

= 2 + 6
23 = 52

23 (1.8)

ïÔ×ÅÔ ÇÏÔÏ×: x = 52; y = −23.
úÁÄÁÞÁ 1.4. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ × ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ É ÏÂÏÓÎÕÊÔÅ ÅÇÏ.

òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ËÁË É ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ×ÁÖÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÃÅÐÎÙÈ ÄÒÏÂÑÈ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ,
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ËÎÉÇÅ èÉÎÞÉÎÁ "ãÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ".

òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÃÅÐÎÕÀ ÄÒÏÂØ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÏÒÍ ÚÁÐÉÓÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ
å×ËÌÉÄÁ. ïÎ ÂÙÌ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎ ÁÎÔÉÞÎÙÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÏÂÝÅÊ
ÍÅÒÙ Ä×ÕÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, Ô.Å. ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÕËÌÁÄÙ×ÁÌÓÑ ÂÙ × Ä×ÕÈ ÄÁÎÎÙÈ
ÏÔÒÅÚËÁÈ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. éÍÅÎÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ É ÂÙÌÏ ÔÏÇÄÁ ÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ
ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, Ô.Å. ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ. ïÐÉÛÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ
ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ.

ðÕÓÔØ a0 É a1 | ÄÌÉÎÙ Ä×ÕÈ ÏÔÒÅÚËÏ×. ïÔÌÏÖÉ× ÏÔÒÅÚÏË a1 ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ
ÒÁÚ × ÏÔÒÅÚËÅ a0, ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ a0 ÎÁ a1

a0 = s0a1 + a2; (1.9)

ÇÄÅ ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ s0 | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÏÓÔÁÔÏË a2 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ 0 ≤ a2 < a1.
åÓÌÉ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a2 = 0, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ É ÓÁÍ ÏÔÒÅÚÏË a1 ÍÏÖÅÔ
ÓÌÕÖÉÔØ ÉÓËÏÍÏÊ ÏÂÝÅÊ ÍÅÒÏÊ, Á ÅÓÌÉ a2 > 0, ÔÏ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÏÂÝÕÀ
ÍÅÒÕ ÏÔÒÅÚËÏ× a1 É a2. äÌÑ ÜÔÏÇÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ | ÒÁÚÄÅÌÉÔØ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ a1
ÎÁ a2:

a1 = s1a2 + a3; (1.10)
ÇÄÅ ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ s1 | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÏÓÔÁÔÏË a3 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ 0 ≤ a3 < a2.
ðÏÓÌÅ k ÔÁËÉÈ ÛÁÇÏ× Õ ÎÁÓ ÐÏÑ×ÉÔÓÑ k ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×:

ai−1 = si−1ai + ai+1; i = 1; : : : k: (1.11)

éÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ai−1=ai, ÐÏÄÅÌÉ× i-ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ ai:
ai−1
ai

= si−1 + ai+1
ai

; i = 1; : : : k; (1.12)

4



Á ÚÁÔÅÍ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ × ×ÉÄÅ

ai−1
ai

= si−1 + 1
ai

ai + 1

; i = 1; : : : k: (1.13)

ðÏÌÕÞÉÌÉ ÃÅÐÏÞËÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×:
a0

a1
= s0 + 1

a1

a2

;

a1

a2
= s1 + 1

a2

a3

;

a2

a3
= s2 + 1

a3

a4

;

· · ·
ak−1

ak
= sk−1 + 1

ak+1

ak

:

(1.14)

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÔÅÐÅÒØ ËÁÖÄÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÄÒÏÂØ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÃÅÐÎÕÀ ÄÒÏÂØ:
a0

a1
= s0 + 1

s1 + 1

s2 + 1

: : :+ 1

sk−1 + ak+1

ak

(1.15)

1.3. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÏÓÔÁÔËÏ×.
÷ ×ÏÐÒÏÓÁÈ ÐÒÏ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÖÅ ÏÞÅÎØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ "ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n".
îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Ä×Á ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÍÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ
ÏÓÔÁÔËÉ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ n (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ, ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n). üÔÏÔ ÆÁËÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ
ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË: a ≡ b (mod n): úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n > 1. åÓÌÉ ÎÁÓ ÐÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅ-
ÎÉÑÈ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÎÅ ÓÁÍ ÏÔ×ÅÔ, Á ÔÏÌØËÏ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÅÇÏ ÎÁ n, ÔÏ É ÐÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÍÙ
ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÍ ÏÐÅÒÉÒÏ×ÁÔØ ÎÅ Ó ÓÁÍÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, Á ÔÏÌØËÏ Ó ÉÈ ÏÓÔÁÔËÁÍÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n. üÔÏÔ
ÏÂÝÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÐÒÉÅÍ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÌÅÍÍÅ:
ìÅÍÍÁ 1.2. ðÕÓÔØ a ≡ a′ (mod n) É b ≡ b′ (mod n). ôÏÇÄÁ a+ b ≡ a′ + b′ (mod n) É
ab ≡ a′b′ (mod n).
úÁÄÁÞÁ 1.5. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÓÔÁÔËÏ× ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÙ
ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Zn; ÉÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÏÓÔÁÔËÉ ÞÉÓÌÁÍÉ Ó ÞÅÒÔÏÊ Ó×ÅÒÈÕ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÌÉÞÁÔØ
ÉÈ ÏÔ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ:

Zn = {�0; �1; �2; : : : ; n− 1}: (1.16)
ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Zn: ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ
ÏÓÔÁÔËÏ× �a;�b ∈ Zn (a; b| ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÄÏ n−1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ
ÞÉÓÌÁ a+ b ÎÁ n; ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ | ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ab ÎÁ n.
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÷ÙÐÉÛÅÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÓÔÁÔËÏ×. úÄÅÓØ x; b; c ∈ Zn.

1) x+ (y + z) = (x+ y) + z; 4) x(yz) = (xy)z
2) x+ y = y + x 5) xy = yx
3) x+ 0 = 0 + x = x 6) x1 = 1 + x = x
7) x(y + z) = xz + xz;

(1.17)

úÁÄÁÞÁ 1.6. äÏËÁÖÉÔÅ ×ÓÅ ÜÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á.1

úÁÄÁÞÁ 1.7. ÷ÙÐÉÛÉÔÅ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÔÁÂÌÉÃÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × Zn, ÄÌÑ
n = 2; 3; 4; 5; 6; 7 É 8.

óÒÁÚÕ ÚÁÍÅÔÎÏ, ÞÔÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ × Zn ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÒÉ×ÙÞÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÃÅÌÙÈ
ÞÉÓÅÌ. ïÔÍÅÔÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÔÌÉÞÉÑ.

÷ÓÑËÉÊ ÏÓÔÁÔÏË, ÂÕÄÕÞÉ ÓÌÏÖÅÎÎÙÍ ÓÁÍ Ó ÓÏÂÏÊ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÄÁÅÔ �0. îÁÐÒÉÍÅÒ, × Z2 ÕÖÅ
�1 + �1 = �0, Á, ÓËÁÖÅÍ, × Z6 �4 + �4 + �4 = �0. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÕÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ ÄÁÎÎÙÊ
ÏÓÔÁÔÏË x ∈ Zn Ó ÓÏÂÏÊ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ �0, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÐÏÒÑÄÏË ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ ÏÓÔÁÔËÁ �1 ∈ Z2 ÒÁ×ÅÎ 2, Á ÐÏÒÑÄÏË ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ ÏÓÔÁÔËÁ �4 ∈ Z6 ÒÁ×ÅÎ 3.
úÁÄÁÞÁ 1.8. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ ÏÓÔÁÔËÁ �a ∈ Zn. (ëÒÏÍÅ
ÚÎÁËÏ× ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ÍÏÖÎÏ ÅÝÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ îïë É îïä.)

õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÎÅÐÒÉ×ÙÞÎÙÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÎÅ-
ÎÕÌÅ×ÙÈ ÏÓÔÁÔËÏ× ÉÎÏÇÄÁ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅÍ. (îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ × ×ÙÐÉÓÁÎÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃÁÈ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ!) ôÁËÉÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ.
úÁÄÁÞÁ 1.9. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n × Zn ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ? ëÁË ÕÚÎÁÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ
�a ∈ Zn ÄÅÌÉÔÅÌÅ ÎÕÌÑ?

îÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÐÒÉ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÉ × ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÄÁÀÔ ÎÕÌØ. (ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ,
ÞÔÏ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ.) ôÁËÉÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍÉ. (îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÉÅ
ÐÒÉÍÅÒÙ × ×ÙÐÉÓÁÎÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃÁÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ!)
úÁÄÁÞÁ 1.10. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n × Zn ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ? ëÁË ÕÚÎÁÔØ,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ �a ∈ Zn ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ? ëÁË ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ×ÓÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÄÁÎÎÏÍ
Zn?
úÁÄÁÞÁ 1.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÏÓÔÁÔËÏ× ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ.

îÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ �0 É �1 ÏÓÔÁÔËÉ ÐÒÉ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÉ × Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ. ôÁËÉÅ ÏÓÔÁÔËÉ
ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÍÉ. (îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ × ×ÙÐÉÓÁÎÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃÁÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ!)
úÁÄÁÞÁ 1.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ.
úÁÄÁÞÁ 1.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ Zn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÍ, ÔÏ �1− x ÔÏÖÅ.
úÁÄÁÞÁ 1.14. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n × Zn ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ? ëÁË ÐÅÒÅÞÉ-
ÓÌÉÔØ ×ÓÅ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÄÁÎÎÏÍ Zn?

ôÅÐÅÒØ ÄÁ×ÁÊÔÅ ÏÂÓÕÄÉÍ, ËÁË × ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÏÓÔÁÔËÏ× ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ Ó Ä×ÕÍÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÁÒÉÆ-
ÍÅÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ: ×ÙÞÉÔÁÎÉÅÍ É ÄÅÌÅÎÉÅÍ. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ
×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ Zn ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ
(Ô.Å. ÔÁËÏÇÏ y ∈ Zn, ÞÔÏ x+y = �0), Á ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÅÌÅÎÉÑ | ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ, Ô.Å. ÔÁËÏÇÏ
z ∈ Zn, ÞÔÏ xz = �1.

1îÁ ×ÓÑËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. åÓÌÉ �a;�b; �c | ÔÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Zn (a; b; c
| ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÄÏ n − 1) , ÔÏ ÏÓÔÁÔËÏÍ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ n ÓÕÍÍÙ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ b + c ÂÕÄÅÔ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
ÏÓÔÁÔÏË �b+ �c, ÔÏÇÄÁ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÌÅÍÍÙ 1.2 ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n ÓÕÍÍÙ a+ (b+ c) ÂÕÄÅÔ ÏÓÔÁÔÏË �a+ (�b+ �c)
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (a+ b) + c ÂÕÄÅÔ ÏÓÔÁÔÏË (�a+ �b) + �c. îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÚÎÁÅÍ,
ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ, a+ (b+ c) = (a+ b) + c, ÔÁË ÞÔÏ É ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÔÏÖÅ ÒÁ×ÎÙ.
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úÁÄÁÞÁ 1.15. ðÕÓÔØ �a ∈ Zn, ÇÄÅ a | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 0 ÄÏ n− 1. õËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÓÔÁÔËÁ,
ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ Ë �a.

á ×ÏÔ Ó ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅÍ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÎÁÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ,
ÞÔÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Õ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÏÓÔÁÔËÏ× ÔÏÞÎÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. (äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ
x | ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ x, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÏÓÔÁÔÏË y, ÞÔÏ xy = �0, É ÅÓÌÉ ÂÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌ ÔÁËÏÊ z, ÞÔÏ xz = �1, ÔÏ ÄÏÍÎÏÖÉ× ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ ÜÔÏÔ ÏÓÔÁÔÏË z, ÍÙ ÂÙ
ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ z(xy) = z�0 = �0, ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ z(xy) = (zx)y = �1y = y. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, ÔÁË ËÁË y
ÂÙÌ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ.) ïÄÎÁËÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÔÁÂÌÉÃ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ
ÂÌÁÇÏÐÏÌÕÞÎÏ.

ðÕÓÔØ �a ∈ Zn, ÇÄÅ a | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 0 ÄÏ n − 1. åÓÌÉ z = �t ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÓÔÁÔÏË ÄÌÑ �a × Zn, ÔÏ
�a�t = �1 × Zn, ÞÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ at ÄÁÅÔ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ n ÏÓÔÁÔÏË
1. á ÜÔÏ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ at = ns + 1 (ÚÄÅÓØ s |
ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ, 1 | ÏÓÔÁÔÏË). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ at − ns = 1 ÉÍÅÅÔ
ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÞÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.1, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ a É n ×ÚÁÉÍÎÏ
ÐÒÏÓÔÙ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ×ÁÖÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ × ×ÉÄÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.
ôÅÏÒÅÍÁ 1.2. ïÓÔÁÔÏË �a ∈ Zn ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ a É n ×ÚÁÉÍÎÏ
ÐÒÏÓÔÙ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.1. åÓÌÉ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ × Zp ÏÂÒÁÔÉÍÙ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÏÓÔÁÔËÏ× ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÏÈÏÖÁ ÎÁ ÐÒÉ×ÙÞ-
ÎÕÀ ÎÁÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÕ: × Zp ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÐÒÉ×ÙÞÎÙÅ ÎÁÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ. íÙ
ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂÓÕÄÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.
úÁÄÁÞÁ 1.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p × Zp ÌÀÂÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ �x + � = �0
ÐÒÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍ � ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.
úÁÄÁÞÁ 1.17. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ n ÎÅ ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �x+� = �0 ÐÒÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍ �
ÍÏÖÅÔ ËÁË ÎÅ ÉÍÅÔØ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÔÁË É ÉÍÅÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ. ëÁË ÐÏ � = �a, � = �b É n ÕËÁÚÁÔØ
ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ?

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 = �1.
úÁÄÁÞÁ 1.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ × Zp.
úÁÄÁÞÁ 1.19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n = 2k, k > 2, ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÞÅÔÙÒÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ×
Zn.
úÁÄÁÞÁ 1.20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ × Zn ÎÅ ÍÅÎÅÅ N ÒÅÛÅÎÉÊ.

á ËÁË ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ Ó ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÅÍ ËÏÒÎÑ? îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÏÂÙÞÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-
ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÏÖÎÏ ÉÚ×ÌÅËÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ÷ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ
ÏÓÔÁÔËÏ× ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÐÏÈÏÖÁÑ: ËÏÒÎÉ ÉÚ×ÌÅËÁÀÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÉÚ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ
ÏÓÔÁÔËÏ×, ÈÏÔÑ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÜÔÁ ÐÏÌÏ×ÉÎÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ.
úÁÄÁÞÁ 1.21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p 6= 2 ÒÏ×ÎÏ ÐÏÌÏ×ÉÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÏÓÔÁÔËÏ× × Zp
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ.
úÁÄÁÞÁ 1.22. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ p ÏÓÔÁÔÏË −�1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ × Zp?
úÁÄÁÞÁ 1.23. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p ÌÀÂÏÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ
ÉÚ Zp ÉÍÅÅÔ × Zp ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ËÏÒÎÅÊ.
Â) ïÂßÑÓÎÉÔÅ, × ËÁËÏÍ ÍÅÓÔÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ ×ÅÒÎÙÍ
ÐÒÉ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏÍ p.
×) ÷ÅÒÎÁ ÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ ÷ÉÅÔÁ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × Zn?
Ç) ïÂßÑÓÎÉÔÅ, ËÁË É × ËÁËÏÊ ÍÅÒÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ × Zn ÛËÏÌØÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÄÌÑ ËÏÒÎÅÊ
Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.
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úÁÄÁÞÁ 1.24. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ xk +a1xk−1 + : : : ak−1x+ak = 0 ÎÁÉÍÅÎØ-
ÛÅÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ Zn, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÌÏ ÂÙ × Zn ÒÏ×ÎÏ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ
ËÏÒÎÅÊ,
Á) ÄÌÑ n = 101; Â) ÄÌÑ n = 111; ×) ÄÌÑ n = 121.

úÁÄÁÞÁ 1.25. 1) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Ä×ÕÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7, ÔÏ ËÁ-
ÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7?

2) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Ä×ÕÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 13, ÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ
ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 13?

3) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ËÕÂÏ× ÔÒÅÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7, ÔÏ ÈÏÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ
ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7?

úÁÄÁÞÁ 1.26. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ÷ÉÌØÓÏÎÁ: ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p (p− 1)! ≡ −1 (mod p):

úÁÄÁÞÁ 1.27. Á) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÏÓÔÁÔËÏ× × × Zp ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p.
Â)* ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÓÔÁÔËÏ× × Zn.

ëÁË ÕÚÎÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÓÔÁÔËÏ× × Zn? ïÔ×ÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ üÊÌÅÒÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁ-
ÅÔÓÑ '(n). ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.2,

'(n) = ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ n É ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó n: (1.18)

åÓÌÉ n | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ '(n) = n− 1.

úÁÄÁÞÁ 1.28. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ '(n) ÄÌÑ n = 2; 3; 4; : : : ; 10.

úÁÄÁÞÁ 1.29. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ '(2m).

úÁÄÁÞÁ 1.30. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ '(pm), ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.

úÁÄÁÞÁ 1.31. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ k É m ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ '(km) = '(k)'(m).

úÁÄÁÞÁ 1.32. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÂÒÁÔÉÍ × Zn, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÄÁÅÔ
ÅÄÉÎÉÃÕ.

îÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ, ÐÒÉ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÉ × ËÏÔÏÒÕÀ ÏÓÔÁÔÏË ÄÁÅÔ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÎÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ.

úÁÄÁÞÁ 1.33. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÏÓÔÁÔÏË × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÁÅÔ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÔÏ
ÜÔÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄÏË ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ.

úÁÄÁÞÁ 1.34. ëÁËÉÅ ÐÏÒÑÄËÉ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ × Zp ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ
p?

úÁÄÁÞÁ 1.35. ëÁËÉÅ ÐÏÒÑÄËÉ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ × Zn?

úÁÄÁÞÁ 1.36. äÏËÁÖÉÔÅ íÁÌÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ: ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p É (a; p) = 1, ap−1 ≡ 1 (mod p).

úÁÄÁÞÁ 1.37. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (a; p) = 1, ÔÏ a'(n) ≡ 1 (mod n).

úÁÄÁÞÁ 1.38. 1) îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 22010 + 32010 ÎÁ 13.

2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 2100 + 3100 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 97.

3) îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 200720082009 ÎÁ 11.
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2. ðÏÌÑ É ËÏÌØÃÁ. úÎÁËÏÍÓÔ×Ï.
÷ ÛËÏÌÅ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ ÂÙÌÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏ, ÞÔÏ Ó ÎÉÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØ ÞÅÔÙÒÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ: ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ,
ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÄÅÌÅÎÉÅ. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÂÙÌÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, É ÓÌÏÖ-
ÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ ÞÁÓÔÏ ÏËÁÚÙ×ÁÌÁÓØ Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÔÁÍ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÄÅÌÅÎÉÑ.
(ôÏÞÎÅÅ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÂÏÌØÛÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, É
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ2.) ÷ ÛËÏÌÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ É ÄÒÕÇÉÅ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÂßÅËÔÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÙÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÁÒÉÆ-
ÍÅÔÉËÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÅËÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ É ×ÙÞÉÔÁÔØ, ÎÏ ÄÌÑ ÎÉÈ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÏÓØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÒÏÌØ ÔÁËÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÅ ÐÏÄÈÏÄÉÔ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒ-
ÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× | ÜÔÏ ÕÖÅ ÏÂßÅËÔ ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÉÒÏÄÙ: ÎÅ ×ÅËÔÏÒ, Á ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ). ôÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ, ×ÙÞÉÔÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÏ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ ×ÏÚÎÉËÁÌÉ
ÐÒÏÂÌÅÍÙ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÇÄÅ-ÔÏ ÏÂÒÁÝÁÌÁÓØ × ÎÕÌØ. ÷ ÐÒÏÛÌÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÐÏÑ×ÉÌÓÑ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ
ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÓÔÁÔËÏ× Zn. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÏÓÔÁÔËÉ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ, ×ÙÞÉÔÁÔØ É
ÕÍÎÏÖÁÔØ, Á ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ n ÅÝÅ É ÄÅÌÉÔØ.

äÌÑ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÕÖÎÏ ÄÁÔØ ÅÄÉÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÐÏÄ ËÏÔÏÒÏÅ
ÐÏÄÈÏÄÉÌÉ ÂÙ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÅ ÎÁÓ ÓÌÕÞÁÉ. ïÐÔÉÍÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ, ËÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×Ù-
ÐÏÌÎÑÔØ ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ÐÒÉ×ÙÞÎÙÅ ÓÏ ÛËÏÌÙ ÐÒÉÅÍÙ
ÒÁÂÏÔÙ Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. ïÄÎÁËÏ
ÞÁÓÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ËÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ.
äÌÑ ÜÔÏÇÏ ××ÏÄÉÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÏÌØÃÁ.

2.1. âÉÎÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ.
ïÄÎÁËÏ ÐÅÒÅÄ ÔÅÍ, ËÁË ÄÁ×ÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÌÑ É ËÏÌØÃÁ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔÏÞÎÉÔØ ÅÝÅ ÏÄÉÎ
ÔÅÒÍÉÎ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÕÖÅ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÌÉ, ÁÐÅÌÌÉÒÕÑ Ë ÅÇÏ ÏÂÙÞÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ, ËÏÔÏÒÏÅ, ×ÐÒÏÞÅÍ,
×ÐÏÌÎÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÍÕ ÎÉÖÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. üÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÉÌÉ,
ÔÏÞÎÅÅ, ÂÉÎÁÒÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. âÉÎÁÒÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ
ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÌÀÂÙÍ Ä×ÕÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ a É b ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÎÏ×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á á, ËÏÔÏÒÙÊ
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ a É b.

÷ ÎÁÛÉÈ ÌÅËÃÉÑÈ ÎÉËÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ËÒÏÍÅ ÂÉÎÁÒÎÙÈ, ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉÌÁÇÁÔÅÌØ-
ÎÏÅ "ÂÉÎÁÒÎÙÊ" ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ. âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÕÐÎÙÈ ÎÁÍ ÎÁ ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÉÊ ÄÅÎØ ÐÒÉÍÅÒÏ×
ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ | ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ R. ôÁË, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å R ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ×Ù-
ÞÉÔÁÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, Á ×ÏÔ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ (ÎÅÌØÚÑ ÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÎÏÌØ). óÉÔÕÁÃÉÀ
Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÌÅÇËÏ ÉÓÐÒÁ×ÉÔØ: ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å R∗ = R \ {0} ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ É
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, Á ×ÏÔ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÊÔÉ, ËÁË × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ,
Ë ÍÅÎØÛÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ Z \ {0}. á ×ÏÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÙ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ, ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ, Á ×ÏÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ,
Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁÛÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÉÎÁÒÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Ä×ÕÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ
ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ×ÅËÔÏÒ, ËÁË ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 2.1, Á ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÏ×ÓÅÍ ÄÒÕÇÏÇÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

åÝÅ ÏÄÉÎ ×ÁÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á X × ÓÅÂÑ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ (Ô.Å. ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÆÕÎËÃÉÉ × ÆÕÎËÃÉÀ). îÁÐÏÍÎÉÍ ÆÏÒ-
ÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ f É g | Ä×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÓÅÂÑ, ÔÏ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÓÅÂÑ, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ x ∈ X ÜÌÅÍÅÎÔ f(g(x)).

2÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ × Q ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÄÅÌÅÎÉÑ.
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äÌÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ f É g ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f ◦ g,
ÔÁË ÞÔÏ f ◦ g(x) = f(g(x)). ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÔÕÔ ×ÁÖÅÎ ÐÏÒÑÄÏË: ÅÓÌÉ, ÓËÁÖÅÍ, X | ÜÔÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R, f | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÉÎÕÓ (f(x) = sinx), Á g | ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×
Ë×ÁÄÒÁÔ (g(x) = x2), ÔÏ f(g(x)) = sin(x2), g(f(x)) = sin2 x | Ä×Å ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. âÉÎÁÒÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∗ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ
ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a; b ∈ A

a ∗ b = b ∗ a: (2.1)

ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ, Á
ÏÐÅÒÁÃÉÑ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ | ÎÅÔ: a−b 6= b−a. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍ-
ÐÏÚÉÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R × ÓÅÂÑ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 2.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÓÅÂÑ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. âÉÎÁÒÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∗ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ
ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a; b; c ∈ A

(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c): (2.2)

ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙ, Á
ÏÐÅÒÁÃÉÑ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÓÔÅÐÅÎØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ | ÎÅÔ ((ab)c 6= a(bc)).

úÁÄÁÞÁ 2.2. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ, ÎÏ ÎÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ.

úÁÄÁÞÁ 2.3. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÕÀ, ÎÏ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙ, ÍÙ
ÍÏÖÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÓÕÍÍÅ É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÔÒÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÉÌÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÎÅ ÕÔÏÞÎÑÑ, × ËÁËÏÍ
ÐÏÒÑÄËÅ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ. (á ×ÏÔ ÐÒÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÔÒÅÈ ÞÉÓÅÌ ÎÉËÔÏ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ. . . ) á
ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÂÙÌÁ ÎÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ, ÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (a∗b)∗c É a∗(b∗c), ËÏÔÏÒÙÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ,
ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÙÍÉ, Ó ÒÁ×ÎÙÍ ÐÒÁ×ÏÍ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÐÒÅÔÅÎÄÏ×ÁÔØ ÎÁ ÒÏÌØ "ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ" ÔÒÅÈ
ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. á ÄÌÑ "ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ" ÞÅÔÙÒÅÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÕÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÃÅÌÙÈ ÐÑÔØ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×:
((a ∗ b) ∗ c) ∗ d, (a ∗ (b ∗ c)) ∗ d, a ∗ ((b ∗ c) ∗ d), a ∗ (b ∗ (c ∗ d)) É (a ∗ b) ∗ (c ∗ d).

úÁÄÁÞÁ 2.4. * óËÏÌØËÉÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ n − 2 ÐÁÒÙ ÓËÏÂÏË × ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ a1 ∗ a2 ∗ : : : an, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÐÏÒÑÄÏË ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÂÙÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ?
(íÅÎÑÔØ ÐÏÒÑÄÏË ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÎÅÌØÚÑ!)

úÁÄÁÞÁ 2.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ, ÔÏ ×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÒÁÓÓÔÁ-
ÎÏ×ËÉ ÓËÏÂÏË × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ a1 ∗ a2 ∗ : : : an ÄÁÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. (íÅÎÑÔØ ÐÏÒÑÄÏË
ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÎÅÌØÚÑ!)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.4. üÌÅÍÅÎÔ " ∈ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Å á ÂÉÎÁÒÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ∗, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A

a ∗ " = " ∗ a = a: (2.3)

äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÞÉÓÌÏ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏÍ ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌØ, ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ | ÅÄÉÎÉÃÁ; ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ
×ÙÞÉÔÁÎÉÑ) ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

úÁÄÁÞÁ 2.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Ó ÂÉÎÁÒÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ
ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

úÁÄÁÞÁ 2.7. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ:
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1) ïÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÓÅÂÑ;

2) ïÐÅÒÁÃÉÑ max(a; b) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ [0; +∞);

3) ïÐÅÒÁÃÉÑ max(a; b) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R;

4) ïÐÅÒÁÃÉÑ îïä(a; b) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ N;

5) ïÐÅÒÁÃÉÑ îïë(a; b) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ N;

6) ïÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ R × R, ÉÍÅÀÝÉÈ ÐÅÒÉÏÄ
2�;

7) ïÐÅÒÁÃÉÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å3 B(
);

8) ïÐÅÒÁÃÉÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å B(
);

9) ïÐÅÒÁÃÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× (A ⊕ B = (A \ B) ∪ (B \ A)) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
B(
).

2.2. ðÏÌÑ.
ôÅÐÅÒØ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÄÁ×ÎÏ ÏÂÅÝÁÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÌÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. íÎÏÖÅÓÔ×Ï K ×ÍÅÓÔÅ Ó ××ÅÄÅÎÎÙÍÉ ÎÁ ÎÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (+) É ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÑ (·) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙ, ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÅÊ-
ÔÒÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ 0 É 1, ÐÒÉÞÅÍ 0 6= 1, É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á:

äÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ∀a; b; c ∈ K a(b+ c) = ab+ ac;

óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÄÌÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ∀a ∈ K ∃ − a ∈ K ÔÁËÏÊ ÞÔÏ
a+ (−a) = 0;

óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ∀a ∈ K; a 6= 0; ∃a−1 ∈ K ÔÁËÏÊ ÞÔÏ
aa−1 = 1.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁÌÏÖÅÎÙ ÉÍÅÎÎÏ ÔÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ×
ÐÏÌÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ×ÓÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ×ÙËÌÁÄËÉ, Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÐÒÉ×ÙËÌÉ × ÛËÏÌÅ.

úÁÄÁÞÁ 2.8. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ (−a)b = −ab. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, (−1)a = −a.
2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ ÅÓÌÉ ab = 0, ÔÏ ÌÉÂÏ a = 0, ÌÉÂÏ b = 0. (äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,
ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÓÔÏÌËÎÕÌÉÓØ ÐÒÉ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Å Ó ÁÒÉÆÍÅÔÉËÏÊ ÏÓÔÁÔËÏ×, × ÐÏÌÅ
ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ.)
3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÏÌØ ×ÓÅÇÄÁ ÄÁÅÔ ÎÏÌØ: a0 = 0.

óÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, × ÛËÏÌÅ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ Ä×Á ×ÁÖÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁ ÐÏÌÅÊ:
ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q É ÐÏÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÌÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ; ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÏÄÐÏÌÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.6. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï L ÐÏÌÑ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÌÅÍ ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÁÍÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÅÈ ÖÅ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÞÔÏ É K (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÏÌØ É ÅÄÉÎÉÃÕ ÐÏÌÑ K).

úÁÄÁÞÁ 2.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × Q ÎÅÔ ÍÅÎØÛÉÈ ÐÏÄÐÏÌÅÊ.

úÁÔÏ × R ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÙÈ ÐÏÄÐÏÌÅÊ.
3þÅÒÅÚ B(
) ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
.
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úÁÄÁÞÁ 2.10. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ a+ b
√

2, a; b ∈ Q Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÌÅÍ × R.
2) ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ a + b 3√2, a; b ∈ Q ÐÏÄÐÏÌÅÍ × R? ëÁË
ÏÐÉÓÁÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÄÐÏÌÅ × R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ?
3) ïÐÉÓÁÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÄÐÏÌÅ × R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ

√
2 É

√
3.

4) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÐÏÄÐÏÌÑ ÐÏÌÑ ÉÚ Ð. 3.

÷ ÐÏÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÀÔÓÑ É ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÐÏÄÐÏÌÑ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÏÐÉÛÅÍ
ÐÏÄÐÏÌÅ, ËÏÔÏÒÏÅ × ÞÅÓÔØ å×ËÌÉÄÁ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ E. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Å×ËÌÉÄÏ×Õ ÐÌÏÓËÏÓÔØ É ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ
ÎÁ ÎÅÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË. íÎÏÖÅÓÔ×Ï E ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÄÌÉÎ ×ÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ
ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ, ÎÕÌÑ É ×ÓÅÈ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÉÍ ÞÉÓÅÌ.

úÁÄÁÞÁ 2.11. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÌÅÍ × R.
2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ E, x > 0, ÔÏ √x ∈ E.
*3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E 6= R.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ
ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÕÄ×ÏÅÎÉÑ ËÕÂÁ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ (Ô.Å. 3√2 =∈ E). îÁÍÎÏÇÏ ÔÒÕÄÎÅÅ
ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÙ ËÒÕÇÁ (Ô.Å. ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ √� =∈ E).

îÅÌØÚÑ ÎÅ ÕÐÏÍÑÎÕÔØ Ï ÅÝÅ ÂÏÌØÛÅÍ ÐÏÄÐÏÌÅ × R, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ. ïÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ QR.

úÁÄÁÞÁ 2.12. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ QR Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÌÅÍ × R.
2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÌÅÍ × QR.
*3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ QR 6= R.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, 3√2QR, √� =∈ QR É � =∈ QR; ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍÉ.

ëÒÏÍÅ ÐÏÄÐÏÌÅÊ R, Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÓÅÒÉÑ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÓÏ×ÓÅÍ ÄÒÕÇÏÇÏ ÒÏÄÁ. üÔÏ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á Zp ÏÓÔÁÔËÏ× ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p Ó ××ÅÄÅÎÎÙÍÉ × ÐÒÏÛÌÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 2.13. õËÁÖÉÔÅ, ÇÄÅ × ÐÒÏÛÌÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p Zp Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ.

äÌÑ ÜÔÉÈ ÐÏÌÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÅ ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Fp , ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ
ÞÁÝÅ, ÞÅÍ Zp.

ðÏÌÑ Q É Fp ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÒÉÞÉÎÅ.

úÁÄÁÞÁ 2.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × Q É Fp ÎÅÔ ÍÅÎØÛÉÈ ÐÏÄÐÏÌÅÊ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏÄÐÏÌÑ ÏÄÎÏ ÉÚ
ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÏÌÅÊ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÔÏÞÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÁÔØ ÅÝÅ
ÏÄÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÎÁÄÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ËÁËÉÅ ÐÏÌÑ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7. ðÏÌÅ L ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ ÐÏÌÀ K, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : L → K, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, Ô.Å. ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
'(a+ b) = '(a) +'(b) É '(a · b) = '(a) ·'(b). óÁÍÏ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÅÖÄÕ ÐÏÌÑÍÉ L É K.

úÁÄÁÞÁ 2.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÐÏÌÅÊ '(−a) = −'(a), '(0) = 0 É '(1) = 1.

äÁ×ÁÊÔÅ ÔÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÐÏÌÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÏÌÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ Q É Fp ÐÒÉ ËÁËÏÍ-
ÎÉÂÕÄØ p. ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ K, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ
1. ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 1, Á ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ ÔÅÍ ÖÅ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔ ÐÏÌÑ K, É ÞÔÏÂÙ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ ÜÔÕ ÒÁÚÎÉÃÕ, ÍÙ × ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÂÕÄÅÍ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ
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ÐÏÌÑ K (Á ÚÁÏÄÎÏ É ÎÕÌÅ×ÏÊ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÖÉÒÎÙÍ ÛÒÉÆÔÏÍ, Á ÞÉÓÌÏ 1 (É ÞÉÓÌÏ ÎÏÌØ) | ÏÂÙÞÎÙÍ
ÛÒÉÆÔÏÍ. ìÀÂÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ × K ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ 1, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ,
Á ÔÁËÖÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ Ë ÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. äÁÌÅÅ, × ÌÀÂÏÍ ÐÏÄÐÏÌÅ ÄÏÌÖÎÙ ÅÝÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ ×ÓÅ-
×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ (ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏÌØËÏ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ!). óÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ,
ÜÔÏ ÔÁ ÓÁÍÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ × ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÅ ÏÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÅÒÅÈÏÄÉÌÉ Ë ÃÅÌÙÍ
É ÚÁÔÅÍ Ë ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ. ÷ ÎÁÛÅÊ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁÖÄÙÊ ÛÁÇ
ÂÏÌÅÅ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ.

éÔÁË, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ÐÏÌÅ K ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

0
1
1 + 1
1 + 1 + 1
: : :
1 + 1 + : : :+ 1
: : :

(2.4)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÈÏÔÑ ÍÙ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÎÁÅÍ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×
ÐÏÌÅ K, ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ É ×ÙÞÉÔÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÙ ÕÍÅÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 2.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

(1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸
n

) + (1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸
m

) = 1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸
n+m

; (2.5)

(1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸
n

) · (1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸
m

) = 1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸
nm

: (2.6)

÷ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁ: ÌÉÂÏ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (2.4) ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁÚÎÙÅ, ÌÉÂÏ × ÎÅÊ
ÉÍÅÀÔÓÑ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ: × (2.4) ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁÚÎÙÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÏ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×Õ ÎÁÛÌÉ × ÎÁÛÅÍ ÐÏÌÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÞÔÏ ÄÅÌÁÌÏÓØ × ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÅ ÐÒÉ
ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ë ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ, ÍÏÖÎÏ ÚÄÅÓØ ÐÏ×ÔÏÒÉÔØ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ.
÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (2.4) ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ;
ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÎÉ Ó ËÁËÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ (2.4), ÔÁË ÞÔÏ ×
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÉÍÅÅÍ × K ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÁÈÏÄÑÝÅÅÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó
ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÚÎÁÍÅ-
ÎÁÔÅÌÅÍ), É ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ,4 ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

L =
{

0;±(1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸
n

)=(1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸
m

); m; n ∈ N
}
⊂ K (2.7)

ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÄÐÏÌÅ × K. ëÏÎÅÞÎÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÐÏÌÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ É L. ðÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : Q → K ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ. ëÁÖÄÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ x ∈ Q ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ
ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ ÄÒÏÂÉ x = p=q, p; q ∈ N. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÍ

'(x) = (1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸
p

)=(1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸
q

): (2.8)

äÁÌÅÅ, ÐÏÌÏÖÉÍ '(0) = 0 É '(x) = −'(−x) ÄÌÑ x < 0.

úÁÄÁÞÁ 2.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÌÅÍ ÐÏÌÑ K, Á ' | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÅÖÄÕ Q É L.
4ðÒÏ×ÅÒØÔÅ!
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ôÅÐÅÒØ ÒÁÚÂÅÒÅÍ ×ÔÏÒÏÊ, ÍÅÎÅÅ ÐÒÉ×ÙÞÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ: ÅÓÌÉ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (2.4) ÉÍÅÀÔ-
ÓÑ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÑ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÙÍ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅÍ ÏËÁÚÁÌÏÓØ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸

m

= 1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸
m+p

, m ≥ 0, p > 0 åÓÌÉ ÂÙ m ÎÅ ÒÁ×ÎÑÌÏÓØ ÎÕÌÀ, ÔÏ, ÐÒÉ-

ÂÁ×ÌÑÑ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ −1 ∈ K, ÍÙ ÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÒÁÎÎÅÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸

m−1

= 1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸
m+p−1

, ÔÁË ÞÔÏ m = 0 É ÓÁÍÏÅ ÐÅÒ×ÏÅ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸
p

= 0, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ p ÞÌÅÎÏ× ÐÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (2.4) ×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

 L =



0;1;1 + 1; : : : ;1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸

p−1



 ⊂ K: (2.9)

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (2.5) É (2.6) ÚÁÄÁÀÔ ÔÁËÉÅ ÖÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ
× L, ËÁË ÂÙÌÉ × ÐÒÏÛÌÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÄÌÑ Zp. ïÓÔÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ÞÉÓÌÏ p
ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÐÒÏÓÔÙÍ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, p = mn, ÐÒÉÞÅÍ m < p É n < p.
üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ K a = 1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸

m

É b = 1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸
n

ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ (Ô.Ë.

ÏÎÉ ÏÂÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ÓÐÉÓËÅ (2.9), ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (2.6) ab = 0 ÞÔÏ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ
× ÚÁÄÁÞÅ 2.8, ÄÁÅÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ p ÐÒÏÓÔÏÅ, É
ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï L (2.9) ÕÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÏÌÅÍ. ôÅÐÅÒØ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ÐÒÅÄßÑ×ÉÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : Fp → L. ïÎ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ,
ËÁË É × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÄÁÖÅ ÐÒÏÝÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÅ ÚÁÂÏÔÉÔØÓÑ Ï ÄÒÏÂÑÈ:
ÅÓÌÉ �m ∈ Fp (m | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 0 ÄÏ p− 1), ÔÏ

'( �m) = 1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸
m

: (2.10)

úÁÄÁÞÁ 2.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L | ÐÏÄÐÏÌÅÍ L ÐÏÌÑ K, Á ' | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ Fp É L.
ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÙÊ ÆÁËÔ: ÞÉÓÌÏ p ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ K ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ: ÜÔÏ ÎÁÉ-

ÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 1 + 1 + : : :+ 1︸ ︷︷ ︸
p

= 0. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅ-

ÒÉÓÔÉËÏÊ ÐÏÌÑ K É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ p = charK; ÅÓÌÉ ÖÅ ÔÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (Ô.Å. ÉÍÅÅÔ
ÍÅÓÔÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÓÌÕÞÁÅ×, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (2.4) ÒÁÚÌÉÞÎÙ), ÔÏ ÐÏÌÁÇÁÀÔ
ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ charK = 0.
úÁÄÁÞÁ 2.19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ×ÍÅÓÔÏ ÅÄÉÎÉÃÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ
×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÅÓÌÉ a | ÌÀÂÏÊ
ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÏÌØ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ, Á ÅÓÌÉ
a | ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 0, ÔÏ a+ a+ : : :+ a︸ ︷︷ ︸

m

= 0 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ

ÔÏÍÕ, ÞÔÏ m ËÒÁÔÎÏ p.
úÁÄÁÞÁ 2.20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 0 (a+ b)p = ap + bp.

éÔÁË, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏÌÑ | ÜÔÏ ÌÉÂÏ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÌÉÂÏ ÎÏÌØ. äÏËÁÚÁÎÎÙÊ ÆÁËÔ ÓÆÏÒÍÕ-
ÌÉÒÕÅÍ × ×ÉÄÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.
ôÅÏÒÅÍÁ 2.1. ìÀÂÏÅ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÏÌØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÏÌÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÐÏÌÀ Q, Á ÌÀÂÏÅ
ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÏÌÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ Fp.

îÁÄÏ ÐÒÉÚÎÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ "×ÐÒÏË": Õ ÎÁÓ ÐÏËÁ ÎÅÔ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÐÏÌÅÊ
ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÐÏÄÐÏÌÅÊ ÐÏÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÏÌØ É Fp × ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ
p. ðÏÚÖÅ Õ ÎÁÓ ÐÏÑ×ÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ×ÁÖÎÙÈ É ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ×, Á ÐÏËÁ ÍÙ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë
ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÍÕ ÔÁËÉÅ ÓÌÕÞÁÉ, ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÌÉ Zn
ÐÒÉ ÎÅÐÒÏÓÔÏÍ n.
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.8. íÎÏÖÅÓÔ×Ï S ×ÍÅÓÔÅ Ó ××ÅÄÅÎÎÙÍÉ ÎÁ ÎÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (+) É ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÑ (·) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ, ÏÂÌÁÄÁ-
ÀÔ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ 0 É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á
Ó×ÏÊÓÔ×Á:

äÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØ ∀a; b; c ∈ K a(b+ c) = ab+ ac É (b+ c)a = ba+ ca ;

óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÄÌÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ∀a ∈ K ∃ − a ∈ K ÔÁËÏÊ ÞÔÏ
a+ (−a) = 0;

ëÁË ÍÙ ×ÉÄÉÍ, × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÌØÃÁ ÎÁÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ,
ÞÅÍ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÏÌÑ. ïÄÎÁËÏ ÞÁÓÔÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ÎÁÌÏÖÉÔØ ÅÝÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ É ÒÁÂÏÔÁÔØ
Ó ËÏÌØÃÁÍÉ ÂÏÌÅÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.9. 1) ëÏÌØÃÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ÎÅÍ
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.
2) ëÏÌØÃÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ÎÅÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ.
3) ëÏÌØÃÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÅÓÌÉ × ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÊ × ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

÷ ÜÔÉÈ ÌÅËÃÉÑÈ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÔÏÌØËÏ Ó ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ
Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ ËÏÌØÃÁÍÉ; ÒÅÄËÉÅ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÑ
ÏÔ ÜÔÏÊ ÄÏÇÏ×ÏÒÅÎÎÏÓÔÉ ÂÕÄÕÔ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÙ ÏÓÏÂÏ.

ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ, ÐÅÒ×ÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ËÏÌÅÃ | ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z É ËÏÌØÃÁ ×ÙÞÅÔÏ×
Zn.

úÁÄÁÞÁ 2.21. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ (−a)b = −ab. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, (−1)a = −a.
2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÏÌØ ×ÓÅÇÄÁ ÄÁÅÔ ÎÏÌØ: a0 = 0.

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ × ËÏÌØÃÁÈ, ËÁË É × ÐÏÌÑÈ, ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ÍÎÏÇÉÅ ÐÒÉ×ÙÞ-
ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ×ÙËÌÁÄËÉ. ðÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ ×ÅÒÎÙÍ ÔÏÌØËÏ ×ÔÏÒÏÊ ÐÕÎËÔ ÚÁÄÁÞÉ 2.8: ÉÚ ÔÏÇÏ,
ÞÔÏ ab = 0, ÍÏÖÅÔ ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÈÏÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. îÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÅÇÏ ÎÁ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÄÒÕÇÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ
ËÏÌØÃÁ ÄÁÅÔ ÎÏÌØ. (a 6= 0, b 6= 0, ÎÏ ab = 0.) íÙ ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉ ÐÒÉÍÅÒÙ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ × ËÏÌØÃÁÈ
×ÙÞÅÔÏ× Zn. íÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ÏÂÓÕÖÄÁ×ÛÉÅÓÑ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ËÏÌÅÃ Zn ÐÏÎÑÔÉÑ ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÄÌÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ËÏÌÅÃ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.10. üÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ
ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. (a 6= 0, ÎÏ an = 0.)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.11. ïÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÅÄÉÎÉÃÙ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÍ,
ÅÓÌÉ ÏÎ ÒÁ×ÅÎ Ó×ÏÅÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÕ. (a 6= 0; 1, É a2 = a.)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.12. îÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-
ÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. (a 6= 0, ∃a−1, ÔÁË ÞÔÏ aa−1 = 1.)

úÁÄÁÞÁ 2.22. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ

1) ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ?

2) ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÓÏ-
ÍÎÏÖÉÔÅÌØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ?

3) ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÔÏ ÏÂÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ?
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4) ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÏÂÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ Ñ×ÌÑÀÔ-
ÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ?

5) ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ?

6) ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ?

7) ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÓÏÍÎÏÖÉ-
ÔÅÌØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ?

8) ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ?

9) ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÍ?

10) ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ?

11) ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ?

12) ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ?

13) ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÍ?

úÁÄÁÞÁ 2.23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ.

úÁÄÁÞÁ 2.24. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÍ, ÔÏ 1−x ÔÏÖÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÍ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ËÏÌÅÃ.

úÁÄÁÞÁ 2.25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÎÁ ÎÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ
É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍÉ É Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ!). îÁÊÄÉÔÅ ×
ÎÉÈ ×ÓÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ, ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ É ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (ÅÓÌÉ ÔÁËÏ×ÙÅ ÅÓÔØ).

1) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ R × R Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ.

2) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ R \ {0} × R Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ.

3) íÎÏÖÅÓÔ×Ï B(
) ×ÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
; × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ
ÂÅÒÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ | ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ.

4) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ R × R (Ô.Å. ×ÓÅÈ f(x) = kx + b, k; b ∈ R); × ËÁÞÅ-
ÓÔ×Å ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÂÅÒÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. ä×Å ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏ-
ÌÕÞÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ, ÇÒÁÆÉËÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÂÏÌÁ (ÉÌÉ ÐÒÑÍÁÑ, ÅÓÌÉ
ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÂÙÌ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ). ë ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÇÒÁÆÉËÕ ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ
× ÔÏÞËÅ ÅÇÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÏÓØÀ ÏÒÄÉÎÁÔ; ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ×ÉÄÅ f(x) = kx+ b É
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ × ÜÔÏÍ ËÏÌØÃÅ.5

5üÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ËÁË ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ. åÓÌÉ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ
ÔÏÌØËÏ ÏÞÅÎØ ÂÌÉÚËÉÅ Ë ÎÕÌÀ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ÔÏ ÐÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍÉ, ×
ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÉÔ x ×Ï ×ÔÏÒÏÊ (É ÂÏÌØÛÅÊ) ÓÔÅÐÅÎÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ ËÁË ÒÁÚ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ, ××ÅÄÅÎÎÏÍÕ ×
ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ. åÓÌÉ ÖÅ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ
ÐÏ x ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ É ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍÉ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÁÌÏÓÔÉ. ïÐÉÛÉÔÅ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÔÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÌØÃÏ.
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5) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ××ÅÄÅÎÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.
÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÂÅÒÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ×, Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ×
ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÓÏÚÄÁ×ÁÔØ ÐÕÔÁÎÉÃÙ, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓÌÉ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ ~u É ~v ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ~u = (a; b) ÔÏ ~v = (c; d) ÔÏ
~u ∗ ~v = (ac; bd).

6) éÚÍÅÎÉÍ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÚÁËÏÎ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ: ~u ∗ ~v = (ac− bd; ad+ bc).

7) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÁ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÔÒÅÈ ÐÕÎËÔÏ× ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÅÊ, ÄÌÑ ËÏÌÅÃ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ××ÏÄÉÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.13. ëÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ ËÏÌØÃÕ B, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ-
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : A → B, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É
ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÅÄÉÎÉÃÕ ËÏÌØÃÁ A × ÅÄÉÎÉÃÕ ËÏÌØÃÁ B, Ô.Å. ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ '(1) = 1, '(a + b) = '(a) +
'(b) É '(a · b) = '(a) · '(b). óÁÍÏ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÅÖÄÕ ËÏÌØÃÁÍÉ A É B.

úÁÄÁÞÁ 2.26. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ËÏÌÅÃ '(−a) = −'(a) É '(0) = 0.

úÁÄÁÞÁ 2.27. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÌØÃÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Z2.
2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÌØÃÏ ÉÚ ÔÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Z3.
3) ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ×ÓÅ ËÏÌØÃÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

úÁÄÁÞÁ 2.28. * úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÒÙ ËÏÌÅÃ ÉÚ Ð. 5 É 6 ÚÁÄÁÞÉ 2.25 ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÐÏÈÏÖÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ, ËÁËÉÅ ÅÝÅ ËÏÌØÃÁ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÐÏÌÕÞÉÔØ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ �1, �, �1, �, 1, , �1 É �2 É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÚÁËÏÎ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
×ÅËÔÏÒÏ× ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ~u∗~v = (�1ac+�1bc+1ad+�1bd;�2ac+�2bc+2ad+�2bd).
(úÄÅÓØ, ËÁË É × 2.25, ~u = (a; b) ÔÏ ~v = (c; d).) éÎÔÅÒÅÓÎÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �1, �,
�1, �, 1, , �1 É �2 ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
ÎÕÖÎÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ ×ÏÐÒÏÓ, ÐÏÓËÏÌØËÕ × ËÏÌØÃÁÈ ÉÚ Ð. 5 É 6 ÚÁÄÁÞÉ 2.25 ÐÏÌÕÞÉÌÉÓØ ÒÁÚÎÙÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ
ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ÷ÙÂÅÒÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔ Ð. 6: ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ
ÂÙÌ ×ÅËÔÏÒ (1; 0).

1) ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ �1, �, �1, �, 1, , �1 É �2 ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ÁÓÓÏ-
ÃÉÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ×ÅËÔÏÒ (1; 0)?

2) îÁÊÄÕÔÓÑ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ËÏÌÅÃ ËÏÌØÃÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ËÏÌØÃÕ ÉÚ Ð. 4 ÚÁÄÁÞÉ 2.25?

3) îÁÊÄÕÔÓÑ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ËÏÌÅÃ ËÏÌØÃÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ËÏÌØÃÕ ÉÚ Ð. 5 ÚÁÄÁÞÉ 2.25?

4) îÁÊÄÕÔÓÑ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ËÏÌÅÃ ËÏÌØÃÁ, ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ËÏÌØÃÁÍ ÉÚ Ð. 4, 5 É 6 ÚÁÄÁÞÉ
2.25?

ëÁË ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÍÉÒ ËÏÌÅÃ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÇÁÞÅ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ, ÞÅÍ ÍÉÒ ÐÏÌÅÊ; ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÅÝÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÁÖÎÙÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÏ×ÙÈ ËÏÌÅÃ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ.

2.3. ðÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ.
ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Á ËÏÌØÃÁ A É B; ÎÁ ÐÒÑÍÏÍ (ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÍ) ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× A × B ÍÏÖÎÏ
××ÅÓÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ:

(a; b) + (a′; b′) = (a+ a′; b+ b′); (a; b) · (a′; b′) = (aa′; bb′): (2.11)

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A × B Ó ××ÅÄÅÎÎÙÍÉ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ËÏÌØÃÏÍ. üÔÏ ËÏÌØÃÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÌÅÃ A É B. îÕÌÅÍ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ,
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ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÁÒÁ (0; 0), ÅÄÉÎÉÃÅÊ | ÐÁÒÁ (1; 1). îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ
×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ: (a; 0) · (0; b) = (0; 0): âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕËÁÚÁÔØ × ËÏÌØÃÅ A × B
ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ: ÜÔÏ (0; 1) (1; 0). ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÎÁÌÉÞÉÅ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÓÅÇÄÁ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÌÅÃ.

ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÄÁ×ÁÊÔÅ ÒÁÚÂÅÒÅÍ ÏÄÉÎ ×ÁÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
ËÏÌÅÃ Zm × Zn ÐÒÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ m É n. åÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ
ÐÁÒÁ (�1; �1),6 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á 1. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÕÍÍ

0
1
1 + 1
1 + 1 + 1
: : :
1 + 1 + : : :+ 1
: : :

(2.12)

ÏÓÔÁÔËÉ × ÐÅÒ×ÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÂÕÄÕÔ ÐÏ×ÔÏÒÑÔØÓÑ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ m, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÊ | Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ n,
ÔÁË ÞÔÏ ÐÅÒ×ÏÅ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÁ mn-ÏÍ ÛÁÇÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × (2.12) ÍÙ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÌÉ
ÒÏ×ÎÏ mn ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Ô.Å. ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÛÅÇÏ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. îÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ
É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÉÄÁ (2.12) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 2.16 ), É, ËÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ ×
ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × Zmn. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Zmn → Zm × Zn, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÏÓÔÁÔËÕ �a ∈ Zmn ÓÕÍÍÕ (�1; �1) + (�1; �1) + : : : (�1; �1)︸ ︷︷ ︸

a

,

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÎÁÍÎÏÇÏ ÐÒÏÝÅ: ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ
× ÐÅÒ×ÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÐÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ÅÄÉÎÉÃÙ Ó ÓÏÂÏÊ a ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ a ÎÁ
m, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �a (mod m) Á ×Ï ×ÔÏÒÏÊ | ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ a ÎÁ n, ËÏÔÏÒÙÊ
ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �a (mod n). ÷ ÉÔÏÇÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2. åÓÌÉ ÞÉÓÌÁ m É n ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �a 7→ (�a (mod m); �a (mod n))
(�a ∈ Zmn) ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Zmn ∼= Zm × Zn.

éÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÓÒÁÚÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ
ÞÉÓÅÌ n1; n2; : : : ; nk ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ Zn1n2:::nk × Zn1 × Zn2 × : : : × Znk , ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �a 7→ (�a
(mod n1); �a (mod n2); : : : ; �a (mod nk)), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. üÔÏ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÏÄÎÁ ÉÚ ÆÏÒÍ
ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ; ÏÂÙÞÎÏ ÏÎÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.1. åÓÌÉ ÞÉÓÌÁ n1; n2; : : : ; nk ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a1; a2; : : : ; ak
ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ a, ÞÔÏ a ≡ ai (mod ni), i = 1; 2; : : : ; k.

ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË: ÐÏËÁ ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÔÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ
ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ, ÎÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÀÝÁÑ ÎÉËÁËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ �a. äÒÕÇÉÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ ÉÍÅÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÕÀ ÐÏ ÐÁÒÅ ÏÓÔÁÔËÏ×
�b ∈ Zm, �c ∈ Zn ÎÁÈÏÄÉÔØ ÔÁËÏÊ ÏÓÔÁÔÏË �a ∈ Zmn, ÞÔÏ a ≡ b (mod m) É a ≡ c (mod n). ôÁËÕÀ
ÆÏÒÍÕÌÕ ÌÅÇËÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ, ÚÎÁÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ Zmn. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ
ËÏÌØÃÏ Zmn ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÑÍÏÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÂÙÔØ Õ×ÅÒÅÎÙ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÙ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÁÒÅ (�1; �0), ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ �e, ÔÏÇÄÁ �1− �e ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÐÁÒÅ (�0; �1). äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÁÒÁ (�1; �0) ÉÍÅÅÔ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ ÐÏÒÑÄÏË m, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ (ÅÓÌÉ ÒÅÛÅÎÁ
ÚÁÄÁÞÁ 1.8), ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ e ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n É ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó m, Á ÞÉÓÌÏ 1 − e, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ
m É ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó n. ôÅÐÅÒØ ÐÏ ÐÁÒÅ (�b; �c) ÌÅÇËÏ ÓËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÏÓÔÁÔÏË
�a: ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ a = be + c(1 − e). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ e ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n,

6ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÎÅÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï ÎÁÛÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ: ÓÉÍ×ÏÌ �1 × ÐÅÒ×ÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ Zm, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ �1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ
ÓÏ×ÓÅÍ ÄÒÕÇÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Zn. þÔÏÂÙ ÎÅ ÚÁÐÕÔÁÔØÓÑ, ÏÓÔÁÔÏË �a ∈ Zn ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �a (mod n); ÔÏÇÄÁ
ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ËÁË (�1 (mod m); �1 (mod n)) ∈ Zm × Zm.
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a = be+ c(1− e) = c+ e(b− c) ≡ c (mod n), É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, a = be+ c(1− e) = b+ (e− 1)(b− c) ≡ b
(mod n). ïÓÔÁÌÏÓØ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÉÓËÁÔØ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ËÏÌØÃÅ Zmn.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×Ï ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ mx + ny = 1. åÓÌÉ (x0; y0) | ËÁËÏÅ-
ÎÉÂÕÄØ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÔÏ, ÄÏÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á mx0 + ny0 = 1 ÎÁ mx0, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ
(mx0)2 + mnx0y0 = mx0, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ mx0 ÎÁ mn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ
ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏÍ. ðÁÒÎÙÊ ÅÍÕ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔ | ÜÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ ny0 (mod mn).

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ Z100. äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏ× ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
25x+ 4y = 1. åÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ: x0 = 1; y0 = −6; ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÓËÏÍÙÍÉ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÓÔÁÔËÉ
�25 É − �24 = �76. åÓÌÉ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ, ÄÁÀÝÅÅ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 25 ÏÓÔÁÔÏË, ÓËÁÖÅÍ, 7, Á ÐÒÉ
ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 4 ÏÓÔÁÔÏË, ÓËÁÖÅÍ, 2, ÔÏ ÎÁÛÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÁÅÔ ÏÔ×ÅÔ 7 · 76 + 2 · 25 ≡ 82 (mod 100).

éÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏ× ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÕÓÐÅÈÕ É × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.3. ëÏÌØÃÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÑÍÏÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ËÏÌÅÃ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ.

÷ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÍÙ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÉÚ ÎÁÌÉÞÉÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÌØÃÁ × ×ÉÄÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ e ∈ A, ÔÏÇÄÁ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÐÒÑÍÙÍ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ×
Ë×ÁÄÒÁÔ,7 1− e ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ËÏÌØÃÅ A ×ÓÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ e:
B = {ex ; x ∈ A}. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÅ ×Ù×ÏÄÑÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á B: ex + ey = e(x + y) ∈ B É ex · ey = e2xy = exy ∈ B. îÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ËÏÎÅÞÎÏ ÌÅÖÉÔ ×
B (0 = e · 0), Á ×ÏÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÏ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ B: ÅÓÌÉ ÂÙ 1 ÂÙÌÁ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ e,
ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ e ÂÙÌ ÂÙ ÏÂÒÁÔÉÍ, ÞÔÏ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÎÅ ÔÁË, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔ ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ (e(1 − e) = e − e2 = e − e = 0). ëÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ
(ÞÔÏ 1 =∈ B) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ), ÏÄÎÁËÏ ÜÔÏ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÖÄÅ×ÒÅÍÅÎÎÏ: ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, × B ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÔÁËÏ×ÙÍ ÄÌÑ ×ÓÅÇÏ ËÏÌØÃÁ A. üÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÒÏÓÔÏ e:
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, e · ex = e2x = ex. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÁËÓÉÏÍÙ ËÏÌØÃÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ
(ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!), ÔÁË ÞÔÏ B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.8 áÎÁÌÏÇÉÞ-
ÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, É ÄÌÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÁ 1− e:
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C = {(1− e)x ; x ∈ A} ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A É B × C, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
f : B×C → A ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÂÁÎÁÌØÎÙÍ É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ: ÐÁÒÅ (b; c) ∈ B×C ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÐÒÏÓÔÏ
ÉÈ ÓÕÍÍÕ, Ô.Å. ÜÌÅÍÅÎÔ b+ c ∈ A. óÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏ×Å-
ÒÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ: ÅÓÌÉ f(b; c) = b+c É f(b′; c′) = b′+c′, ÔÏ, (b; c)+(b′; c′) = (b+b′; c+c′), ÐÏÜÔÏÍÕ
f((b; c)+(b′; c′)) = f(b+b′; c+c′) = b+b′+c+c′ = b+c+b′+c′ = f(b; c)+f(b′; c′). ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÌÕÞÛÅ ÎÁ-
ÞÁÔØ ×ÙËÌÁÄËÕ Ó ÄÒÕÇÏÇÏ ËÏÎÃÁ: f(b; c)·f(b′; c′) = (b+c)·(b′+c′) = bb′+cc′+cb′+bc′ = f(bb′; cc′)+cb′+bc′.
ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ b = ex, b′ = ex′, c = (1 − e)y, c′ = (1 − e)y′, ÏÂÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ
cb′ É bc′ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. åÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏÌØÃÁ B × C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁ (e; 1 − e),
ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × f(e; 1− e) = e+ 1− e = 1.

äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ, ÍÙ ÐÒÅÄß-
Ñ×ÉÍ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : A→ B × C ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ: g(a) = (ea; (1− e)a) ∈ B × C. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, f(g(a)) = f(ea; (1− e)a) = ea+ a = ea+ a− ea = a, É
g(f(b; c)) = g(b+c) = (eb+ec; (1−e)b+(1−e)c). îÏ b = ex É c = (1−e)y, ÐÏÜÔÏÍÕ eb = b, (1−e)c = c,
ec = 0 É (1− e)b = 0, ÔÁË ÞÔÏ g(f(b; c)) = (b; c). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 2.29. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× f : X → Y É g : Y → X ÔÁËÏ×Ù,
ÞÔÏ ∀x ∈ X g(f(x)) = x É ∀y ∈ Y f(g(y)) = y, ÔÏ f É g Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍÉ.

7(1− e)2 = 1− e− e+ e2 = 1− e− e+ e = 1− e.
8ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ËÏÌØÃÏ B ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ ËÏÌØÃÁ

A, ÐÏÓËÏÌØËÕ Õ ÎÉÈ ÒÁÚÎÙÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ!
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ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÚÁÑ×ÌÅÎÏ × ÅÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ:
Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ Ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ A ∼→ B × C, Á ÔÁËÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. äÌÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÐÒÁ×ÄÁ, ÚÎÁÔØ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ,
ÏÄÎÁËÏ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÉÎÏÇÄÁ ÉÈ ÂÙ×ÁÅÔ ÎÅ ÔÁË ÕÖ ÔÒÕÄÎÏ ÎÁÊÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 2.30. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ËÏÌØÃÏ Zpn ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ×
×ÉÄÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ ËÏÌÅÃ.

úÁÄÁÞÁ 2.31. óËÏÌØËÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ËÏÌÅÃ ÚÄÅÓØ ×ÙÐÉÓÁÎÏ:
Z24, Z12 × Z2, Z8 × Z3, Z6 × Z4, Z6 × Z2 × Z2, Z4 × Z3 × Z2, Z3 × Z2 × Z2 × Z2?

úÁÄÁÞÁ 2.32. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÌØÃÏ ×ÉÄÁ Zn1 × Zn2 × : : :× Znk ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ
ËÏÌØÃÕ ×ÉÄÁ Zm1 × Zm2 × : : :× Zml, ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ m1;m2; : : : ;ml ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, Ô.Å. mi+1 | mi, i = 1; 2; : : : ; l − 1.
2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ô.Å. ÅÓÌÉ Zn1 × Zn2 × : : :× Znk ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ
Zm1 × Zm2 × : : :× Zml, ÐÒÉÞÅÍ ni+1 | ni, i = 1; 2; : : : ; k − 1 É mj+1 | mj, j = 1; 2; : : : ; l − 1. ÔÏ k = l É
ni = mi, i = 1; 2; : : : ; k − 1.

úÁÄÁÞÁ 2.33. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ×ÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ R × R ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ
× ×ÉÄÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÌÅÃ.
2) ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ËÏÌØÃÏ ×ÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ R \ {0} × R × ×ÉÄÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ
ËÏÌÅÃ.

úÁÄÁÞÁ 2.34. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ (a; b) ∈ A × B ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ÏÂÒÁÔÉÍÙ ÏÂÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A É b ∈ B. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ
üÊÌÅÒÁ (ÚÁÄÁÞÁ 1.31).

úÁÄÁÞÁ 2.35. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ (a; b) ∈ A × B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 = 1 ÔÏÇÄÁ
É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A É b ∈ B ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÜÔÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ
ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 1.20.

úÁÄÁÞÁ 2.36. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 
 = 
1 ∪ 
2 É 
1 ∩ 
2 = ∅ ÔÏ ËÏÌØÃÏ B(
) (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ
2.25, Ð. 3) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÑÍÏÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ËÏÌÅÃ B(
1)×B(
2). ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ
ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
 ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ B(
) ∼= Z2 × Z2 × : : :× Z2︸ ︷︷ ︸

|
|

:

úÁÄÁÞÁ 2.37. ëÏÌØÃÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÕÌÅ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙ (ËÒÏÍÅ 0 É 1).
1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÂÕÌÅ×Ï ËÏÌØÃÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ B(
) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á 
.
*2) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÕÌÅ×Á ËÏÌØÃÁ, ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÇÏ B(
) ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á 
.

2.4. æÕÎËÃÉÉ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ.
ðÅÒ×ÁÑ ÉÚ ÏÂÓÕÖÄÁÅÍÙÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÂÁÎÁÌØÎÁ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ XA ÉÚ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A ÍÏÖÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅ×ÒÁÔÉÔØ × ËÏÌØÃÏ, ××ÅÄÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË-
ÃÉÊ: ÅÓÌÉ f : X → A É g : X → A | Ä×Å ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ f + g, ËÏÎÅÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ
(f + g)(x) = f(x) + g(x), Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ fg | ÔÅÍ, ÞÔÏ (fg)(x) = f(x)g(x).

úÁÄÁÞÁ 2.38. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï XA Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁ-
ÃÉÊ.
2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X = X1 ∪X2 É X1 ∩X2 = ∅ ÔÏ ËÏÌØÃÏ XA ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÑÍÏÍÕ ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÀ ËÏÌÅÃ (X1)A × (X2)A.
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÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ
ÎÅÉÎÔÅÒÅÓÎÏ; ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÙÞÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÅÇÏ ÐÏÄËÏÌØÃÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ,
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÉÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-
ÒÕÅÍÙÅ (ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ X É A). íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ÔÁËÉÅ ËÏÌØÃÁ ÐÏÚÖÅ, ËÏÇÄÁ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÈ ËÕÒÓÁÈ ÂÕÄÕÔ ÄÁÎÙ ÎÕÖÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

÷ÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÔÁËÖÅ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÉÚ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ: ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. úÁ-
ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌØÃÏ A É ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ x. íÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x Ó
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ

P (x) = a0 + a1x+ : : :+ an−1xn−1 + anxn; ÇÄÅ ×ÓÅ ai ∈ A É an 6= 0: (2.13)

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
A[x]; ÄÌÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ n = degP (x). (õÄÏÂÎÏ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÓÌÁ-
ÇÁÅÍÙÅ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÎÅ ÐÉÛÕÔÓÑ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ,
ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ 0. äÏÇÏ×ÏÒÉÍÓÑ ÔÁËÖÅ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÍÅÅÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ÎÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ
an+1; an+2; : : : ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.) ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ xn ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ9.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A[x]: ÓÕÍÍÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P (x) = a0 + a1x + : : : +
an−1xn−1 + anxn É Q(x) = b0 + b1x + : : : + bm−1xm−1 + bmxm ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (P + Q)(x) =
(a0 + b0) + (a1 + b1)x + : : : + (ak−1 + bk−1)xn−1 + (ak + bk)xk, ÇÄÅ k = max(m;n) (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ
ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÂÏÌØÛÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ,
ÍÙ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÌÉÓØ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ). ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P É Q ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
(PQ)(x) = c0x+ c1x+ : : :+ ck−1xk−1 + ckxk, ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ci ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÏÂÙÞÎÏÍÕ ÐÒÁ-
×ÉÌÕ: ci = aib0 + ai−1b1 + : : : + a1bi−1 + a0bi. (ëÁË É × ÐÒÏÛÌÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÂÏÌØÛÉÅ
ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÍÙ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÌÉÓØ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ).

íÙ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÍ ÐÒÏ×ÅÒËÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ××ÅÄÅÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ×ÓÅÍ
ÁËÓÉÏÍÁÍ ËÏÌØÃÁ.10

ïÔÍÅÔÉÍ ×ÁÖÎÏÅ (É ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ) Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ
ÓÔÁÒÛÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×:

ôÅÏÒÅÍÁ 2.4. 1) deg(P (x)Q(x)) ≤ deg(P (x)) + deg(Q(x)).
2) åÓÌÉ × ËÏÌØÃÅ ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ deg(P (x)Q(x)) = deg(P (x)) + deg(Q(x)).

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.2. åÓÌÉ × ËÏÌØÃÅ A ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ × ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× A[x] ÔÏÖÅ ÎÅÔ
ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) = a0+a1x+: : :+an−1xn−1+anxn ∈ A[X] É ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ � ∈ A. ôÏÇÄÁ
ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) ÐÒÉ x = � (ÞÁÓÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ ÔÁËÖÅ Ï ÚÎÁÞÅÎÉÉ × ÔÏÞËÅ �) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ a0 + a1� + : : : + an−1�n−1 + an�n ∈ A, ËÏÔÏÒÙÊ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ P (�).
ôÁËÏÊ � ∈ A, ÞÔÏ P (�) = 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x).

éÔÁË, ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) ∈ A[x] ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ ÉÚ A × A, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ ËÁÖÄÏ-
ÍÕ � ∈ A ÚÎÁÞÅÎÉÅ P (�) ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÅ � ∈ A. ôÏÇÄÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ
×ÏÐÒÏÓ: Á ÐÏÞÅÍÕ ÎÅÌØÚÑ ÂÙÌÏ ÄÁÔØ ÏÂÙÞÎÏÅ, ÛËÏÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ: ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ P : A→ A, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ P (x) = a0 +a1x+ : : :+an−1xn−1 +anxn? îÅÔÒÕÄÎÏ

9ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ ÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, "ÏÔ È×ÏÓÔÁ
Ë ÇÏÌÏ×Å": b0xn + b1xn−1 + : : :+ bn−1x+ bn; ÔÏÇÄÁ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, b0.

10ðÒÏ×ÅÒÉÍ ×ÓÅ ÖÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ: ÐÕÓÔØ P (x) = a0 + a1x + : : : + an−1xn−1 + anxn, Q(x) = b0 +
b1x + : : : + bm−1xm−1 + bmxm É R(x) = c0x + c1x + : : : + ck−1xk−1 + ckxk | ÔÒÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. ôÏÇÄÁ (PQ)(x) =∑m+n
l=0 (∑l

i=0 aibl−i)xl, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (PQ)R ÐÒÉ xs ÒÁ×ÅÎ ∑s
j=0(∑j

i=0 aibj−i)cs−j . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ P (QR) ÐÒÉ xs ÒÁ×ÅÎ ∑s

p=0 ap(
∑s−p
q=0 bqcs−p−q). ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÅÓÑ

ÓÕÍÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ aubvcw × ËÏÔÏÒÙÈ u + v + w = s (ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ
ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ).
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ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ A = R ÏÂÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÐÏÎÑÔÉÀ. ïÄÎÁËÏ
× ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÖÅ É ÎÅ ÔÁË. éÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v : A[x] → AA,
ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÉÚ A × A, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ
ÐÏÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ (Ô.Å. ÒÁÚÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ), ÎÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ Fp ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÔÁË, ÐÏÓËÏÌØËÕ FpFp ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, Á Fp[x], ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.
úÁÄÁÞÁ 2.39. 1) óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ AA, ÅÓÌÉ |A| = n?
2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ A[x] ÓÞÅÔÎÏ.
*3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ÓÞÅÔÎÏ ÉÌÉ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÏ, ÔÏ A[x]ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏA :

íÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÁÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ
ÎÁ ×ÓÅÍ Fp: ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ xp − x. üÔÉÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÂÕÄÕÔ ÏÂÌÁÄÁÔØ ×ÓÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ
ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ; ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÔÁËÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÂÕÄÕÔ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ
ÆÕÎËÃÉÀ ÉÚ Fp × Fp.
úÁÄÁÞÁ 2.40. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ Fp × Fp ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.
*2) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Zn?

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ É ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ
ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ A[x1; : : : ; xn]; ×ÓÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ Ï ÒÁÚÌÉÞÉÉ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ É ÆÕÎËÃÉÑÍÉ
(ÔÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï, ËÏÎÅÞÎÏ, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.
úÁÄÁÞÁ 2.41. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (Ô.Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ
ÉÚ Fnp × Fp) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.

ôÅÐÅÒØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ËÏÓÎÕÔØÓÑ Ä×ÕÈ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ÔÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ ÕÐÏÍÉÎÁ×-
ÛÉÈÓÑ × ÛËÏÌØÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ: ÔÅÏÒÅÍÙ ÷ÉÅÔÁ É ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ ÷ÉÅÔÁ ÄÁÅÔ Ñ×ÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÓËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �1; �2; : : : ; �n ∈ A. üÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (x−�1)(x−�2) : : : (x−�n) ∈
A[x]. ðÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔ
�1; �2; : : : ; �n ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÁ É ÏÞÅÎØ ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ. úÁÐÉÛÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ × ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ:

(x− �1)(x− �2) : : : (x− �n) = xn − �1xn−1 + �2xn−2 + : : :+ (−1)n−1�n−1x+ (−1)n�n: (2.14)

÷ÙÒÁÖÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÞÅÒÅÚ �1; �2; : : : ; �n:

�0 = 1
�1 = �1 + �2 + : : :+ �n = ∑

i∈{1;2;:::;n}
�i

�2 = ∑
{i;j}⊂{1;2;:::;n}

�i�j
: : :
�k = ∑

{i1;i2;:::;ik}⊂{1;2;:::;n}
�i1�i2 : : : �ik

: : :
�n = �1�2 : : : �n:

(2.15)

üÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ.
þÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ �k, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; 2; : : : ; n},

ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÒÏ×ÎÏ ÉÚ k ÜÌÅÍÅÎÔÏ×; ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ck
n ÉÌÉ

(n
k
)

É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÞÅ-
ÔÁÎÉÊ ÉÌÉ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ �1 = �2 = : : : = �n = −Á ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÉÎÏÍ
îØÀÔÏÎÁ:

(x+ a)n = xn + C1
nxn−1a+ C2

nxn−2a2 + : : :+ x+ Cn−1
n xn−1an−1 + an =

n∑

k=0
Ck
nxn−kak: (2.16)
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îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ck
n = Cn−k

n (Ô.Ë. ×ÙÂÒÁÔØ k ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ n ÍÏÖÎÏ ÓÔÏÌØËÉÍÉ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ,
ÓËÏÌØËÉÍÉ ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ n− k ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅ×ÙÂÒÁÎÎÙÍÉ), ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ:
C0
n = 1 (ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÎÅ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÉ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ n),

C1
n = n (ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ n ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÒÏ×ÎÏ n ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ),

C2
n = n(n−1)

2 (ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÁÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×).
úÁÄÁÞÁ 2.42. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (x+a)n(x+a) = (x+a)n+1 ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÎÏ×ÎÏÊ
ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×:

Ck
n + Ck−1

n = Ck
n+1: (2.17)

úÁÄÁÞÁ 2.43. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (x+a)n(x+a) = (x+a)n+1 ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÎÏ×ÎÏÊ
ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×:

Ck
n = n!

k!(n− k)! : (2.18)

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÁÖÎÙÊ ÓÀÖÅÔ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, É ÔÁËÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÅÝÅ ÓÏ ÛËÏÌÙ |
ÜÔÏ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ É ÔÅÏÒÅÍÁ âÅÚÕ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x); Q(x) ∈ A[x], ÇÄÅ A
| ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌØÃÏ. òÁÚÄÅÌÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(x) | ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) × ×ÉÄÅ P (x) = S(x)Q(x) + R(x), ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ S(x); R(x) ∈ A[x],
ÐÒÉÞÅÍ degR(x) < degQ(x). ëÁË É × ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÓÔÁÔËÏÍ,
Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ S(x) | ÎÅÐÏÌÎÙÍ ÞÁÓÔÎÙÍ.
ôÅÏÒÅÍÁ 2.5. 1) åÓÌÉ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q(x) ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ
A[x] ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÁ Q(x).
2) åÓÌÉ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q(x) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ É ÄÁÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÁ Q(x), ÔÏ ÏÓÔÁÔÏË É ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÅÒ×ÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÚÁÐÉÛÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(x) × ×ÉÄÅ Q(x) = a0xn+a1xn−1+
: : : + an−1x + an; ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔ a0 ÏÂÒÁÔÉÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) =
b0xm + b1xm−1 + : : :+ bm−1x+ bm; ÄÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ m ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ P (x)
ÎÁ Q(x). üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÅÒÎÏ ÐÒÉ m < n, ÐÏÓËÏÌØËÕ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ
ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÒÁ×ÎÙÍ ÎÕÌÀ, Á ÏÓÔÁÔËÏÍ ÂÕÄÅÔ ÔÏÇÄÁ ÓÁÍ P (x). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ m ≥ n,
É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÁ Q(x) ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×,
ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÅÎØÛÅ m. ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) = b0xm+b1xm−1+: : :+bm−1x+
bm, ÔÏÇÄÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) − b0a−1

0 xm−nQ(x) ÂÕÄÅÔ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÍÅÎØÛÅ m, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÐÏ
ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ P (x)− b0a−1

0 xm−nQ(x) = S(x)Q(x) +R(x), ÇÄÅ
degR(x) < n. ôÏÇÄÁ P (x) = (b0a−1

0 xm−n+S(x))Q(x)+R(x) ÂÕÄÅÔ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÉÓËÏÍÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ
ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ P (x) = S(x)Q(x) + R(x) É P (x) = S1(x)Q(x) + R1(x), ÇÄÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× R(x)
R1(x) ÍÅÎØÛÅ n. ôÏÇÄÁ, ×ÙÞÉÔÁÑ ÏÄÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ (S(x) − S1(x))Q(x) =
R(x) − R1(x). åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ S(x) É S1(x) ÎÅ ÒÁ×ÎÙ, ÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ
ÍÅÎØÛÅ n, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ n, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÉÓËÏÍÏÅ
ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ � ∈ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) ∈ A[x] ÓÔÅÐÅÎÉ n > 0. ôÏÇÄÁ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x−�, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ P (x) = (x−�)S(x), ÇÄÅ
S(x) ∈ A[x] É degS(x) = n− 1.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(x) = x− � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ
ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.5, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÉÄÁ P (x) = (x − �)S(x) + R(x), ×
ËÏÔÏÒÏÍ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ R(x) ÍÅÎØÛÅ 1, Ô.Å ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ R(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, Ô.Å. R(x) = c ∈ A. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, P (x) = (x − �)S(x) + c, É, ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ x = � × ÏÂÅ
ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ 0 = 0 + c, ÏÔËÕÄÁ c = 0.
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.4. 1) ìÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) ∈ A[x] ÓÔÅÐÅÎÉ n > 0 ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ

P (x) = (x− �1)(x− �2) : : : (x− �k)S(x); (2.19)

ÇÄÅ k ≤ n, �1; �2; : : : �k ∈ A, Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ S(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ × A.
2) åÓÌÉ × ËÏÌØÃÅ A ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÒÅÄÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ (x−�i) × ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ (2.19) ÍÏÇÕÔ ×ÓÔÒÅ-
ÔÉÔØÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÓËÏÂËÉ; ÞÉÓÌÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ (x − �i) × ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÁÔ-
ÎÏÓÔØÀ ËÏÒÎÑ �i.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.5. åÓÌÉ × ËÏÌØÃÅ ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n
ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÓÞÉÔÁÑ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ (Ô.Å ÓÕÍÍÁ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ
n).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÄÅÓØ ×ÅÓØÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ:
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ Z8 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x2−�1 ÉÍÅÅÔ ÞÅÔÙÒÅ ËÏÒÎÑ É Ä×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ × ×ÉÄÅ (2.19):
x2 − �1 = (x− �1)(x+ �1) = (x− �3)(x+ �3).

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ | ËÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×. æÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ
ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ËÏÌØÃÁ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ

P (x) = a0 + a1x+ a2x2 + : : : ; (2.20)

ÇÄÅ a0; a1; a2; : : : | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØÃÁ A.
íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A ÓÔÁÎ-

ÄÁÒÔÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A[[x]].
ïÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A[[x]] ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÐÏ ÔÅÍ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍ,

ÞÔÏ É ÄÌÑ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×: ÓÕÍÍÏÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× P (x) = a0 + a1x+ a2x2 + : : : É
Q(x) = b0 + b1x+ b2x2 + : : : ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ (P +Q)(x) = (a0 + b0) + (a1 +
b1)x+ (a2 + b2)x2 + : : :.

ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× P É Q ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ
(PQ)(x) = c0x + c1x + c2x2 + : : :, ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ci ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÏÂÙÞÎÏÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ:
ci = aib0 + ai−1b1 + : : :+ a1bi−1 + a0bi.

ôÅÐÅÒØ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ××ÅÄÅÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁ A[[x]] ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-
ÒÑÀÔ ×ÓÅÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ ËÏÌØÃÁ | ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÜÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

ëÁË Ó×ÑÚÁÎÏ ËÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ Ä×ÕÍÑ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ? ñÓÎÏ, ÞÔÏ
ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ-
ÃÉÅÎÔÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ, ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× A[x] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ ËÏÌØÃÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× A[[x]]. á ×ÏÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÏÞÅ×ÉÄ-
ÎÕÀ Ó×ÑÚØ ËÏÌØÃÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× Ó ËÏÌØÃÏÍ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ A × A × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ
ÕÄÁÅÔÓÑ.11

åÓÔØ ÌÉ × ËÏÌØÃÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ? ïÔ×ÅÔ ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÏ×.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.6. åÓÌÉ × ËÏÌØÃÅ A ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ × ËÏÌØÃÅ A[[x]] ÔÏÖÅ ÉÈ ÎÅÔ.

ðÏ×ÔÏÒÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÄÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÎÅÌØÚÑ: Õ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ
ÒÑÄÁ ÎÅÔ ÎÉ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÎÉ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ. îÏ ÚÁÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ
ÒÑÄÁ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÓÔÅÐÅÎØ ÞÅÒÅÚ k; ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÎÁÛ ÒÑÄ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ P (x) = akxk +

11åÓÌÉ A | ÐÏÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÔÁËÁÑ Ó×ÑÚØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÑÄÏ×, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÓÈÏÄÑÝÉÍÉ-
ÓÑ, É ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ. ïÔËÒÙÔÉÅ ÜÔÏÊ Ó×ÑÚÉ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-
ÎÏ, É ÄÁÌÏ ÎÁÞÁÌÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ, Á ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ × ÒÑÄ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ×ÅÓØÍÁ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÅÇÏ ÞÁÓÔØ.
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ak+1xk+1 + : : :, ÇÄÅ ak 6= 0. åÓÌÉ ÄÒÕÇÏÊ ÒÑÄ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ×ÉÄÅ Q(x) = bmxm + bm+1xm+1 + : : :, ÇÄÅ
bm 6= 0, ÔÏ PQ(x) = akbmxk+m + (akbm+1 + ak+m+1bm)xk+m+1 + : : :, ÐÒÉÞÅÍ akbm 6= 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ ×
ËÏÌØÃÅ A ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ: ËÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ËÏÌØÃÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× ÏÂÒÁ-
ÔÉÍÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ËÏÌØÃÏ A[[x]] ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÏÌÎÕÀ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÌØÃÕ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÏ×, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÞÅÎØ ÍÁÌÏ: × ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÍÏÇÕÔ
ÂÙÔØ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÕÌØ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÏÌØËÏ ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØÃÁ A. ÷ ËÏÌØÃÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×, ËÁË ÐÏËÁÚÙ-
×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.7. æÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ P (x) = a0 + a1x + a2x2 + : : : ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏÌØÃÁ A.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØÃÁ b0; b1; b2; : : :, ÞÔÏ ÒÑÄ
Q(x) = b0 +b1x+b2x2 + : : : ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ PQ(x) = 1. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ
ÒÑÄÁ (PQ)(x) = c0x+c1x+c2x2 + : : : ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ci = aib0 + ai−1b1 + : : :+ a1bi−1 + a0bi.
íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÉÅ b0; b1; b2; : : :, ÞÔÏ c0 = 1, Á 0 = c1 = c2 = : : :. ðÅÒ×ÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÕÄÏ-
×ÌÅÔ×ÏÒÉÔØ ÌÅÇËÏ: ÎÁÄÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ b0 = a−1

0 . äÁÌÅÅ, c1 = a0b1 + a1b0, ÐÏÜÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ c1 = 0
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ b1 = −a−1

0 a1b0. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ b0 ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÉÌÉ: b0 = a−1
0 , ÔÁË

ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÒÁÚÉÔØ b1 ÔÏÌØËÏ ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ P (x): b1 = −a−2
0 a1. äÁÌÅÅ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ

×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ c2 = 0 ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ b2 ÞÅÒÅÚ
ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a0; a1 É a2 (×ÙÐÉÛÉÔÅ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ!) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁÍ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÓËÁÔØ Ñ×ÎÙÊ ×ÉÄ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ bn a0; a1; a2; : : : an;
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. üÔÏ ÏÞÅÎØ ÌÅÇËÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ: ÐÒÅÄ-
ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× b0; b1; b2; : : : ; bn ÞÅÒÅÚ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a0; a1; a2; : : : an, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÁÀÔ c0 = 1 É c1 = c2 = : : : = cn = 0. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÖ-
ÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ bn+1 ÞÅÒÅÚ a0; a1; a2; : : : an; an+1 ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ cn+1 ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÕÌÅÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ bn+1 ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á cn+1 = 0:

0 = a0bn+1 + a1bn + : : :+ anb1 + an+1b0 ⇒ bn+1 = −a−1
0 (a1bn + a2bn−1 + : : :+ anb1 + an+1b0);

É, ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÐÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ b0; b1; b2; : : : ; bn, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÀÔ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ bn+1.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ × ÛËÏÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÐÏÄ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ
ÓÕÍÍÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ:

1
1− x = 1 + x+ x2 + x3 + : : : =

∞∑
n=0

xn: (2.21)

îÁÛÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÁÖÅ ÎÁÍÎÏÇÏ ÐÒÏÝÅ: × ÛËÏÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÕÍÍ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ 1+x+x2+x3+: : :+xn ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ,
É ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÒÁ×ÅÎ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ 1

1−x , ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ×ÓÅ ÉÍÅÌÏ ÓÍÙÓÌ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ x, ÐÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÍÅÎØÛÉÈ ÅÄÉÎÉÃÙ.12 íÙ ÖÅ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É
ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ËÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×: ÄÌÑ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÉÛØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Õ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× 1 − x É
1 + x+ x2 + x3 + : : : ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ, ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.

12îÁ ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÏ ×ÉÄÎÙ ×ÓÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ ÐÒÉ ÐÏ-
ÐÙÔËÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ, ÉÌÉ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ. ÷
ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ 1 + x + x2 + x3 + : : : ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÍÅÓÔÏ
x ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÎÏ ÎÅ ÌÀÂÙÅ, Á ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÅÎØÛÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = 1

1−x ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−1; 1). íÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ
ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÚÄÅÓØ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ É ÐÕÔÅÊ ÉÈ ÐÒÅÏÄÏÌÅÎÉÑ ÄÏ ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.
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2.5. ðÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ.
ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ×ÅÒÎÙÅ ÄÌÑ ÐÏÌÅÊ, ×ÅÒÎÙ ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ËÏÌÅÃ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ
ÎÕÌÑ. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ: × ËÏÌØÃÅ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ
ÎÕÌÑ, ËÁË É × ÐÏÌÅ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ab = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ a = 0, ÌÉÂÏ b = 0, Á ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ É
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÁÀÝÉÍ × ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ. ïÄÎÁËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ É ÂÏÌÅÅ ÇÌÕÂÏËÁÑ ÐÒÉÞÉÎÁ:
×ÓÑËÏÅ ËÏÌØÃÏ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÑ, ËÏÔÏÒÏÅ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÄÁÎÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ. óÐÏÓÏÂ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ
ÐÏÌÑ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÏÔÏÒÙÍ × ËÕÒÓÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ 5 ËÌÁÓÓÁ ××ÏÄÑÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ
ÞÉÓÌÁ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÃÅÌÙÈ; ÚÄÅÓØ ÍÙ ÐÒÏÓÔÏ ×ÏÓÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÍ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÎÁ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍ
ÕÒÏ×ÎÅ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌØÃÏ A, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÅ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÁÔØ ÔÏÞÎÏÅ ÏÐÉÓÁ-
ÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ "×ÓÅÈ ÄÒÏÂÅÊ", ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÒÁÌÓÑ ÂÙ ÉÚ ËÏÌØÃÁ A, É ××ÅÓÔÉ
ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙ ÐÒÅ×ÒÁÔÉÌÉ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×
ÐÏÌÅ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÁÛÅ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A. ðÅÒ×ÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÓÒÁÚÕ ÚÁÍÅÞÁÅÍ, ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÑ ÎÁÛ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÐÒÉÍÅÒ, ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÒÏÂØÀ ÎÅ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ: ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÎÁ ÏÄÎÏ É ÔÏÖÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÔÓÑ ÄÒÕÇÁÑ ÄÒÏÂØ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÜÔÁ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÍÅÛÁÌÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ××ÉÄÕ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ
ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÜËÏÎÏÍÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÁÎ-
ÎÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ | ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÕÀ ÄÒÏÂØ. ÷ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ Õ ÎÁÓ ÔÁËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ
ÏÂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Õ ÎÁÓ ÎÅÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ É ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ ××ÅÓÔÉ ÐÏÎÑÔÉÅ
ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ ÄÒÏÂÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÞÅÎØ ÌÅÇËÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÏÇÏ, ËÏÇÄÁ Ä×Å ÄÒÏ-
ÂÉ a=b É a′=b′ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ
ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ: ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ab′ = a′b.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù ÄÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×
A É A \ {0}. ðÁÒÙ (a; b) ∈ A× (A \ {0}) ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ "ÄÒÏÂÑÍÉ"; ××ÅÄÅÍ ÎÁ A× (A \ {0})
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ∼ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: (a; b) ∼ (a′; b′), ÅÓÌÉ ab′ = a′b. ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÁÄÏ
ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. åÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ (x ∼
y ⇔ y ∼ x) É ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔØ (x ∼ x) ÏÞÅ×ÉÄÎÙ; ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ, Ô.Å. ÞÔÏ
ÅÓÌÉ (a; b) ∼ (a′; b′) É (a′; b′) ∼ (a′′; b′′), ÔÏ (a; b) ∼ (a′′; b′′). úÁÐÉÛÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:
ab′ = a′b É a′b′′ = a′′b′. äÏÍÎÏÖÉÍ ×ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ b: ba′b′′ = ba′′b′ É ÚÁÍÅÎÉÍ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ba′ ÎÁ ab′: ab′b′′ = ba′′b′. ðÅÒÅÎÅÓÅÍ ×ÓÅ × ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ×ÙÎÅÓÅÍ b′ ÚÁ ÓËÏÂËÉ:
(ab′′ − ba′′)b′ = 0. ôÅÐÅÒØ, ÎÁËÏÎÅÃ, ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ × ËÏÌØÃÅ ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ: ÉÚ ÔÏÇÏ,
ÞÔÏ b′ 6= 0, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ab′′ − ba′′ = 0, Ô.Å. (a; b) ∼ (a′′; b′′).

ôÅÐÅÒØ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-
ÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÐÁÒÕ (a; b) ÕÄÏÂÎÅÅ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ "ÄÒÏÂØÀ" a=b.

ïÓÔÁÌÏÓØ ××ÅÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å K ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-
ÎÏ ××ÅÄÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ K, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÁËÏÅ
ÖÅ, ËÁË × 5 ËÌÁÓÓÅ: ÓÕÍÍÏÊ "ÄÒÏÂÅÊ" a=b É c=d ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÒÏÂØ (ad+ bc)=(bd), Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ
"ÄÒÏÂÅÊ" a=b É c=d ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÒÏÂØ (ac)=(bd). üÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÉ ×ÓÅÊ Ó×ÏÅÊ ÐÒÉ×ÙÞÎÏÓÔÉ
ÔÒÅÂÕÀÔ ÂÏÌØÛÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÈ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ. äÅÌÏ × ÔÏÍ,
ÞÔÏ ÄÒÏÂØÀ ÍÙ ÎÁÚ×ÁÌÉ ÃÅÌÙÊ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÁÒ, Á ÏÐÅÒÁ-
ÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ
Ó×ÏÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ, ÎÅ-
ÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ×ÙÂÅÒÅÍ Ä×Å ÐÁÒÙ (a; b) É (a′; b′) ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ËÌÁÓÓÁ (Ô.Å.
ab′ = a′b) É ÅÝÅ Ä×Å ÐÁÒÙ (c; d) É (c′; d′) ÉÚ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ (Ô.Å. cd′ = c′d), ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ
ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÊ Ë ÐÁÒÁÍ (a; b) É (c; d) ÂÕÄÕÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÖÅ ÏÐÅÒÁÃÉÊ Ë ÐÁÒÁÍ (a′; b′) É (c′; d′). ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÜÔÏ, ÓËÁÖÅÍ ÄÌÑ ÓÌÏ-
ÖÅÎÉÑ. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (ad+bc; bd) ∼ (a′d′+b′c′; b′d′), ÔÏ ÅÓÔØ, ÞÔÏ (ad+bc)b′d′ = (a′d′+b′c′)bd.
äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á adb′d′ = a′d′bd É bcb′d′ = b′c′bd, Á ÐÏÔÏÍ ÉÈ ÓÌÏ-
ÖÉÔØ. îÏ ÐÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ab′ = a′b ÎÁ dd′, Á ×ÔÏÒÏÅ
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| ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á cd′ = c′d ÎÁ bb′. äÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏ×ÅÒËÁ ÅÝÅ ÐÒÏÝÅ; ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÅÅ
ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

ôÏÌØËÏ ÔÅÐÅÒØ, ÄÏËÁÚÁ× ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å K, ÍÙ
ÍÏÖÅÍ ÎÁÞÁÔØ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ ××ÅÄÅÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ×ÓÅÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ
ÐÏÌÑ. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÏÂÅÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ ××ÉÄÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÉÈ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ; ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. éÍÅÅÍ ÔÒÉ "ÄÒÏÂÉ" a=b, c=d É e=f .
îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (a=b + c=d) + e=f = a=b + (c=d + e=f). ÷ÙÐÉÓÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ
ÄÌÑ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: (a=b + c=d) + e=f = (ad + bc)=bd + +e=f = ((ad + bc)f + ebd)=bdf =
(adf+bcf+ebd)=bdf (íÙ Ó×ÏÂÏÄÎÏ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØÀ ÏÔÄÅÌØÎÏ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ É ÏÔÄÅÌØÎÏ ×
ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÁÍ ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØÃÁ A). ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ,
ÞÔÏ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÓÁÍÏÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ. íÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ
ÜÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, Á ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÐÒÏ×ÅÒËÕ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ôÁËÖÅ ÍÙ ÏÐÕÓÔÉÍ
É ÐÒÏ×ÅÒËÕ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÍÕÀ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

îÕÌÅÍ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÌÁÓÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÐÁÒ ×ÉÄÁ (0; x). (ðÒÏ×ÅÒØÔÅ,
ÞÔÏ ÏÎÉ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÔÄÅÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ!) ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ: ÓÏÇÌÁÓÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, (a; b) + (0; x) = (ax+ b0; bx) = (ax; bx) ∼ (a; b). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ
ÂÕÄÅÔ ËÌÁÓÓ (x; x): (a; b) · (x;x) = (ax; bx) ∼ (a; b).

ðÁÒÏÊ, ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÐÁÒÅ (a; b) ÂÕÄÅÔ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÁÒÁ (−a; b): (a; b)+(−a; b) = ((ab+(−a)b; b2) =
(0; b2). ïÂÒÁÔÎÏÊ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÄÌÑ ÐÁÒÙ (a; b) ÂÕÄÅÔ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÁÒÁ (b; a) (ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ
b 6= 0): (a; b) · (b; a) = (ab; ab).

éÔÁË, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K Ó ××ÅÄÅÎÎÙÍÉ ÎÁ ÎÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÏÓÔÁÌÏÓØ
ÎÁÊÔÉ × K ÐÏÄËÏÌØÃÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ËÏÌØÃÕ A. üÔÏ ÂÕÄÕÔ, ËÏÎÅÞÎÏ, "ÄÒÏÂÉ" ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁ-
ÔÅÌÅÍ, ÒÁ×ÎÙÍ ÅÄÉÎÉÃÅ, Ô.Å. ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÐÁÒÙ ×ÉÄÁ (a; 1). åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÜÔÏ ÐÏÄËÏÌØÃÏ × K Ó A, ÔÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÐÏÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ
ÎÁÛÅ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏÄËÏÌØÃÁ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÐÏÌÅÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ A, ÔÏ ÅÓÔØ K ÍÅÎØ-
ÛÉÈ ÐÏÄÐÏÌÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ A. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÌÑ L, ÔÏ
ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÄÐÏÌÅ × L, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ A, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍÕ ÎÁÍÉ ÐÏÌÀ K. üÔÏ ÐÏÌÅ K É
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ A.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏ×. ðÅÒ×ÙÊ | ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× K[x] ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÏ-
ÌÅÍ K. åÇÏ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ13 ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x É ÓÏÓÔÏÉÔ
ÉÚ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ×ÉÄÁ P (x)

Q(x) , ÇÄÅ P (x) É Q(x) ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (ÐÒÉÞÅÍ Q(x) ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ). üÔÏ
ÐÏÌÅ ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K(x). ðÏÓËÏÌØËÕ (ÍÙ ÜÔÏÇÏ ÅÝÅ ÎÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÉ) ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ
ÐÏÌÅÍ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ
ÆÕÎËÃÉÊ, ËÁË É ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÉÍÅÀÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ ÔÁËÏÊ
ÄÒÏÂÉ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ-
ÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÓÔÏÑÝÉÊ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ, ÉÍÅÅÔ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÅÄÉÎÉÃÕ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÒÕÇÏÊ, ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÍÅÒ, × ËÏÔÏÒÏÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÁÊÔÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-
ÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ ÞÕÔØ-ÞÕÔØ ÔÒÕÄÎÅÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÔÒÅÞÁ×ÛÅÅÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕ-
ÝÉÈ ÚÁÄÁÞ ËÏÌØÃÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ a + b

√
2, ÇÄÅ a É b | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ ÐÏÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, × ÎÅÍ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕ-
ÌÑ. ðÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ a+b

√
2

c+d
√

2 , ÎÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ,
ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÞÅÎØ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÚÄÅÓØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÞÕÔØ-ÞÕÔØ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ:
ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ � + �

√
2, ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ

� É � ÎÁÄÏ ÔÅÐÅÒØ ÂÒÁÔØ ÕÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÃÅÌÙÍÉ, Á ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ: �; � ∈ Q. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ
×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ÐÏÌÀ ÞÁÓÔÎÙÈ; ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ
É ÅÓÔØ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÅ.
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÏÂÒÁÚÕÅÔ,
ÐÏÜÔÏÍÕ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÐÏÄËÏÌØÃÏ × ÐÏÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÁÌÉÞÉÅ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ

13üÔÏ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ, ËÁË ÜÔÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ, ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÕÄÁÞÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÚÄÅÓØ
ÔÅÒÍÉÎÁ "ÆÕÎËÃÉÑ" × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÔÁË ÖÅ ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÏ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.
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ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÉÅÍÁ "ÉÚÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÔ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÏÓÔÉ
× ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ": 1

�+�
√

2 = �−�√2
(�+�

√
2)(�−�√2) = �−�√2

�2−2�2 = �
�2−2�2 − �

�2−2�2

√
2. úÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÚÄÅÓØ, ËÏÎÅÞÎÏ,

ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, Ë×ÁÄÒÁÔ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÙÌ ÂÙ ÒÁ×ÅÎ Ä×ÕÍ.

é ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ÎÏ×ÙÊ ÄÌÑ ÎÁÓ ÐÒÉÍÅÒ | ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎ-
ÎÙÈ ÒÑÄÏ× K[[x]] ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÌÅÍ K. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÒÑÄ a0 + a1x+ a2x2 + : : : ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ
É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a0 6= 0. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Õ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÑÄÁ f(x) ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÉÍÅÅÔ ÎÏÍÅÒ k, Ô.Å. f(x) = bkxk + bk+1xk+1 + bk+2xk+2 + : : : ÇÄÅ bk 6= 0, ÔÏ ÒÑÄ f(x)
ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ f(x) = xk(bk + bk+1x + bk+2x2 + : : :), ÇÄÅ ×ÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÏÂÒÁÔÉÍ.
äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØÃÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÉ x, ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ
ÞÁÓÔÎÙÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ a0+a1x+a2x2+:::

xk , ÇÄÅ k ≥ 0. õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÔÏÖÅ ÍÏÖÅÔ
ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ x, É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÔÅÐÅÎÉ x Ó ÌÀÂÙÍ ÃÅÌÙÍ ÐÏËÁ-
ÚÁÔÅÌÅÍ, ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ f(x) = xk(b0 + b1x + b2x2 + : : :), ÇÄÅ K | ÌÀÂÏÅ
ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ, Á b0 6= 0. õÄÏÂÎÏ ÔÁËÖÅ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ
× ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ: ÓÄ×ÉÎÅÍ ÎÕÍÅÒÁÃÉÀ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×, ÐÏÌÏÖÉ× Ci = bi+k, É ÒÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ.
ðÏÌÕÞÉÔÓÑ: f(x) = ckxk +k+1 xk+1 + ck+2xk+2 + : : : = ∑∞

n=k cnxn ÇÄÅ k | ÌÀÂÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÏÌÏ-
ÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ. ðÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
K((x)) É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× ìÏÒÁÎÁ.
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