
Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç � II

Ëèñòîê 5

1) Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèè f : X → R
ýêâèâàëåíòíû:
à) Äëÿ ëþáîãî a ∈ R ìíîæåñòâî {x ∈ X | f(x) > a} èçìåðèìî.
á) Äëÿ ëþáîãî a ∈ R ìíîæåñòâî {x ∈ X | f(x) < a} èçìåðèìî.
â) Äëÿ ëþáîãî a ∈ R ìíîæåñòâî {x ∈ X | f(x) > a} èçìåðèìî.
ã) Äëÿ ëþáîãî a ∈ R ìíîæåñòâî {x ∈ X | f(x) 6 a} èçìåðèìî.
ä) Äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊆ R ìíîæåñòâî f−1(B) èçìåðèìî.

2) Ïóñòü ôóíêöèÿ f : X → R èçìåðèìà.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ |f | èçìåðèìà.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ 1/f èçìåðèìà (ïðåäïîëàãàåì, ÷òî f íå îáðàùàåòñÿ â 0).

3) Ïóñòü ôóíêöèÿ f : R → R íåïðåðûâíà, à ôóíêöèÿ g : R → R èçìåðèìà.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f ◦ g èçìåðèìà.
á) Îáÿçàòåëüíî ëè ôóíêöèÿ g ◦ f èçìåðèìà?

4) Ïóñòü f : R → R � âñþäó äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f ′ èçìåðèìà
ïî Ëåáåãó.

5) Ïóñòü f : [0, 1] → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, è ïóñòü n(c) � ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
f(x) = c. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ n(c) èçìåðèìà ïî Ëåáåãó.

6) Ïóñòü (fn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè sup

n∈N
fn(x) è inf

n∈N
fn(x) èçìåðèìû.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè lim
n→∞

fn(x) è lim
n→∞

fn(x) èçìåðèìû.

â) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî òåõ òî÷åê, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò lim
n→∞

f(x), èçìåðèìî.

7) Ôóíêöèÿ f : X → V ñî çíà÷åíèÿìè â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåò-
ñÿ èçìåðèìîé, åñëè êîîðäèíàòû âåêòîðà f(x) îòíîñèòåëüíî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V ÿâëÿþòñÿ
èçìåðèìûìè ôóíêöèÿìè. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.

8) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà îòðåçêå ýêâèâàëåíòíû (òî åñòü ñîâïàäàþò
âíå ìíîæåñòâà ìåðû íóëü), òî îíè òîæäåñòâåííî ðàâíû.

9) Ïîñòðîéòå èçìåðèìóþ ïî Ëåáåãó ôóíêöèþ íà îòðåçêå, íå ýêâèâàëåíòíóþ íèêàêîé íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè.

10) Ôóíêöèÿ f : R → R íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêîé, åñëè ïðîîáðàç f−1(B) ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæå-
ñòâà B ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì ìíîæåñòâîì. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíê-
öèÿ ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèÿ.

11) Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ f : X → R èçìåðèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èçìåðèìû

âñå åå ìíîæåñòâà óðîâíÿ Lc(f) = f−1(c), c ∈ R.
á) Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ðàâíîìåðíûé ïðåäåë èçìå-

ðèìûõ ïðîñòûõ ôóíêöèé.
12) Ïóñòü fn(x) =

nx
n2+x2 . Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñþäó íà R ñõîäèòñÿ ê íóëþ, íî

íå ðàâíîìåðíî.
13) Ïóñòü fn(x) =

n sinx
1+n2 sin2 x

íà îòðåçêå [0, π]. Äëÿ êàæäîãî δ > 0 óêàæèòå ÿâíî ìíîæåñòâî Åãîðîâà

Eδ ìåðû ìåíüøåé δ, âíå êîòîðîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.
14) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn ñõîäèòñÿ ïî ìåðå µ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäåë ïî ìåðå ýòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ìåðå µ.
15) Çàíóìåðóåì âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà íà îòðåçêå [0, 1] íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè è çàïèøåì n-å

÷èñëî â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè rn = pn/qn. Ïîëîæèì fn(x) = e−(pn−qnx)2 . Äîêàæèòå, ÷òî
fn → 0 ïî ìåðå Ëåáåãà íà îòðåçêå [0, 1], íî lim

n→∞
fn(x) íå ñóùåñòâóåò íè â êàêîé òî÷êå îòðåçêà.

16) (Òåîðåìà Ëóçèíà) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f : [a, b] → R èçìåðèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî íàéòè íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ, îòëè÷àþùóþñÿ îò f íà ìíîæåñòâå
ìåðû 6 ε.


