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5.1. Пусть f — полуторалинейная форма на векторном пространстве H. Зафиксируем произ-
вольное n ∈ N, n > 3, и пусть ζ ∈ C — корень из 1 степени n, ζ ̸= ±1. Докажите тождество
поляризации:

f(x, y) =
1

n

n−1∑
k=0

ζkf(x+ ζky, x+ ζky).

5.2. Докажите, что неравенство Коши–Буняковского–Шварца |⟨x, y⟩| 6 ∥x∥∥y∥ в предгиль-
бертовом пространстве H обращается в равенство лишь тогда, когда векторы x, y ∈ H про-
порциональны.

5.3. Докажите, что предгильбертово пространство — строго нормированное (см. листок 2).

5.4. Пусть H — предгильбертово пространство. Докажите, что скалярное произведение непре-
рывно как функция на H ×H.

5.5. Докажите, что в любом предгильбертовом пространстве справедливо тождество па-
раллелограмма

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2(∥x∥2 + ∥y∥2).

5.6. Покажите, что норма на пространствах (Cn, ∥ · ∥p), ℓp, (C[a, b], ∥ · ∥p), Lp(X,µ) (где (X,µ)
— пространство с мерой, содержащее хотя бы два непустых измеримых подмножества) при
p ̸= 2 и n > 1 не порождается никаким скалярным произведением.

5.7. Придумайте обобщение тождества параллелограмма на случай n векторов.

5.8. Покажите, что норма на пространствах ℓp, (C[a, b], ∥ · ∥p), Lp(X,µ) (где (X,µ) — про-
странство с мерой, содержащее бесконечно много измеримых подмножеств) при p ̸= 2 не
эквивалентна никакой норме, порожденной скалярным произведением.

5.9∗ (теорема фон Нойманна–Йордана). Пусть H — нормированное пространство, в котором
выполняется тождество параллелограмма. Покажите, что формула

⟨x, y⟩ = 1

4

3∑
k=0

ik∥x+ iky∥2 (x, y ∈ H)

задает скалярное произведение на H, и что норма, порожденная этим скалярным произве-
дением, совпадает с исходной.

5.10. 1) Постройте пример предгильбертова пространства H и замкнутого векторного под-
пространства H0 ⊂ H, для которых H0 ⊕H⊥

0 ̸= H.
2) Покажите, что такое подпространство H0 есть в любом неполном предгильбертовом
пространстве.
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