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Ëèñòîê 6

1) Âû÷èñëèòå èíòåãðàë Ëåáåãà ïî ëó÷ó (0,∞) îò ôóíêöèé:
à) f(x) = e−[x];
á) f(x) = 1

[x+1]·[x+2]
;

â) f(x) = 1
[x]!

.

×åðåç [x] îáîçíà÷àåòñÿ öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x.
2) Âû÷èñëèòå èíòåãðàë Ëåáåãà ïî îòðåçêó [0, π] îò ôóíêöèè

à) f(x) = sinx;

á) f(x) =

{
sin x, åñëè x ðàöèîíàëüíî;

cos x, åñëè x èððàöèîíàëüíî;

â) f(x) =

{
sin x, åñëè cosx ðàöèîíàëüíî;

sin2 x, åñëè cosx èððàöèîíàëüíî.

3) ßâëÿþòñÿ ëè ñóììèðóåìûìè ñëåäóþùèå ôóíêöèè:
à) Íà ïðÿìîé (−∞,∞): õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, â

äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ íå âñòðå÷àåòñÿ öèôðà 3.
á) Íà ëó÷å (0,∞): ôóíêöèÿ f(x) = {x}

[x+1]
(÷åðåç {x} îáîçíà÷àåòñÿ äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà x).

â) Íà èíòåðâàëå (0, 1): ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ íîìåðó ïîçèöèè ïåðâîé äåâÿòêè â äåñÿòè÷íîé çàïèñè
÷èñëà; åñëè äåâÿòîê íåò, òî ïåðâîé âîñüìåðêè, è ò. ä. äî åäèíèöû.

4) Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé µ, ïðè÷åì µ(X) < ∞. Äîêàæèòå, ÷òî èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ
f : X → R ñóììèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

µ{x ∈ X | |f(x)| > n}.

5) Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé µ (µ(X) ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íà). Äîêàæèòå, ÷òî èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ f : X → R ñóììèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä∑

n∈Z

2nµ{x ∈ X | |f(x)| > 2n}.

6) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α è β ôóíêöèÿ f(x) = xα sin xβ

à) ñóììèðóåìà?
á) íåñîáñòâåííî èíòåãðèðóåìà?

7) Ïóñòü fn � ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ íà [0, 1], çàäàííàÿ ôîðìóëîé fn(x) =
1
n
[nx]. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðî-

ñòðàíñòâå ïðîñòûõ ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé íà [0, 1] ñ ìåòðèêîé d1(f, g) =
∫

[0,1]

|f(x)−g(x)|dµ (ãäå

µ � ìåðà Ëåáåãà) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn) ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, íî íå èìååò ïðåäåëà.
8) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ñóììèðóåìîé ôóíêöèè íà ïðîñòðàíñòâå X ñ σ-àääèòèâíîé ìåðîé µ

ñîïîñòàâëåíèå A 7→
∫
A

f(x)dµ çàäàåò çàðÿä íà σ-àëãåáðå èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ

à) â ñëó÷àå, åñëè ìåðà µ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé;
á) â ñëó÷àå, åñëè ìåðà µ ÿâëÿåòñÿ σ-êîíå÷íîé.

9) Âàðèàöèåé ôóíêöèè f íà îòðåçêå [a, b] íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ñóìì
n∑

k=1

|f(ξk)− f(ξk−1)|

ïî âñåì êîíå÷íûì íàáîðàì ξ = (ξ0, . . . , ξn) òàêèì, ÷òî a = ξ0 6 ξ1 6 . . . 6 ξn = b.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò êîíå÷íóþ âàðèàöèþ ïî ëþáîìó îòðåçêó òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçíîñòè äâóõ ìîíîòîííî íåóáûâàþùèõ ôóíêöèé.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà ν([, b)) = f(b) − f(a) çàäàåò σ-àääèòèâíûé çàðÿä íà ïîëóêîëüöå

ïîëóèíòåðâàëîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà ñëåâà è èìååò îãðàíè-
÷åííóþ âàðèàöèþ íà ëþáîì îòðåçêå.


