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÷×ÅÄÅÎÉÅ.
üÔÏ ÚÁÐÉÓËÉ ÌÅËÃÉÊ, ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÙÈ × ÏËÔÑÂÒÅ1. ÷ ÎÉÈ ÒÅÞØ ÐÏÊÄÅÔ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ, Ï ÒÅÛÅÎÉÉ ÌÉÎÅÊ-

ÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. íÙ ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ ÂÕÄÅÍ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌØÃÏ R (ËÁË
ÍÙ ÄÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÌÉÓØ ÒÁÎÅÅ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÅ É Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ), × ËÏÔÏÒÏÍ ÂÕÄÕÔ ÌÅÖÁÔØ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÎÁÛÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ; ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÎÁÍ
ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ ËÏÌØÃÏ R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÔÏÇÄÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÏ
ÐÏÌÅ K. üÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R (ÉÌÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÏÌÑ K) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÔØ
ÐÒÏÓÔÏ ÞÉÓÌÁÍÉ (ÉÎÏÇÄÁ ÉÈ ÅÝÅ ÐÏ-ÓÔÁÒÉÎÎÏÍÕ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓËÁÌÑÒÁÍÉ).

÷ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÚÁÐÉÓÏË ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ ÌÉÓÔÏÞËÏ×, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÎÅ ×ËÌÀÞÅÎÙ × ÔÅËÓÔ ÌÅËÃÉÊ; ÔÅÍ
ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÌÉÓÔÏÞËÏ× ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ×ÁÖÎÅÊÛÕÀ ÞÁÓÔØ
ËÕÒÓÁ.
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4. íÁÔÒÉÃÙ. ôÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ.
÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÎÅÔ ÔÅÏÒÅÍ É ÐÏÞÔÉ ÎÅÔ ÚÁÄÁÞ, Á ×ÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙ. îÁÛÁ ÇÌÁ×ÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ
ÚÄÅÓØ | ÏÓ×ÏÉÔØ ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÕÀ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ.

íÁÔÒÉÃÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ, ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ
ÏÂßÅËÔÁÍÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍÉ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. õÄÏÂÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÚÁÇÌÁ×ÎÏÊ ÌÁ-
ÔÉÎÓËÏÊ ÂÕË×ÏÊ, Á ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ | ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÓÔÒÏÞÎÏÊ ÌÁÔÉÎÓËÏÊ ÂÕË×ÏÊ Ó Ä×ÕÍÑ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ,
ÕËÁÚÙ×ÁÀÝÉÍÉ ÎÏÍÅÒ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓÔÏÉÔ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ: ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔ
ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÓÔÏÑÝÉÊ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ i-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É j-ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ aij. (óÔÒÏËÉ ÎÕÍÅ-
ÒÕÀÔÓÑ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ, Á ÓÔÏÌÂÃÙ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï.) ðÒÏ ÍÁÔÒÉÃÕ Ó m ÓÔÒÏËÁÍÉ É n ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ ÞÁÓÔÏ
ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÙ m×n; ÉÎÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÇÏ×ÏÒÑÔ "m×n ÍÁÔÒÉÃÁ". íÁÔÒÉÃÁ
×ÐÏÌÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÓÔÒÏËÕ ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅÃ; × ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ
ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÅËÔÏÒ-ÓÔÒÏËÁ, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ | ×ÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÅÃ.

ëÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÍÙ × ÜÔÉÈ ÌÅËÃÉÑÈ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÅÒÕÔÓÑ ÉÚ
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÒÁÎÅÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R (ÉÌÉ ÐÏÌÑ K). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÏÍ m× n Ó

1ëÒÏÍÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ Ä×ÕÈ ÌÅËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÑ×ÑÔÓÑ × ÓÁÍÏÅ ÂÌÉÖÁÊÛÅÅ ×ÒÅÍÑ.
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ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÁË Mat(m;n;R). îÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
ÍÏÖÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ××ÅÓÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óÕÍÍÏÊ
ÍÁÔÒÉÃ A = (ai;j) É B = (bi;j) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ i-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É j-ÏÇÏ
ÓÔÏÌÂÃÁ ÓÔÏÉÔ ÞÉÓÌÏ ai;j + bi;j: A + B = (ai;j + bi;j). íÁÔÒÉÃÁ �A, ÇÄÅ � ∈ R, | ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ, Õ
ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ i-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É j-ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÓÔÏÉÔ ÞÉÓÌÏ �ai;j: �A = (�ai;j). íÁÔÒÉÃÁ ÉÚ
Mat(m;n;R), ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÅ
ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ ÏÂÙÞÎÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÐÏÎÑÔÎÏ, Ï ÞÅÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ | Ï
ÞÉÓÌÅ ÎÕÌØ ÉÌÉ Ï ÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A = (ai;j) ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ
−A, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× −ai;j, ÔÁË ÞÔÏ A+(−A) = 0; ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ËÏÎÅÞÎÏ, −A = (−1)A. ÷ÙÄÅÌÉÍ
ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁ ÞÉÓÌÏ. úÄÅÓØ A;B;C ∈ Mat(m;n;R),
�; � ∈ R.

1) A+B = B + A 5) (�+ �)A = �A+ �A
2) (A+B) + C = A+ (B + C) 6) �(A+B) = �A+ �B
3) A+ 0 = 0 + A = A 7) (��)A = �(�A)
4) A+ (−A) = 0

(4.1)

úÁÄÁÞÁ 4.1. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á. (îÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÏÎÉ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÁËÓÉÏÍ ËÏÌØÃÁ.)

åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÔÏÌÂÏ×, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÕ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ. õ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁ-
ÔÒÉÃÙ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÇÌÁ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ | ÜÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ NW-SO, Ô.Å. ÏÔ
ÓÅ×ÅÒÏ-ÚÁÐÁÄÁ Ë ÀÇÏ-×ÏÓÔÏËÕ (× ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÇÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÎÏÔÁÃÉÉ, Ô.Å. ËÏÇÄÁ ÓÅ×ÅÒ ÒÁÓÐÏÌÏ-
ÖÅÎ Ó×ÅÒÈÕ ÌÉÓÔÁ, Á ÚÁÐÁÄ | ÓÌÅ×Á). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÇÌÁ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ n× n ÍÁÔÒÉÃÙ A | ÜÔÏ
ÜÌÅÍÅÎÔÙ a1;1; a2;2; : : : ; an;n.

ðÕÓÔØ B = (bi;j) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ m ÓÔÒÏË É n ÓÔÏÌÂÃÏ×. ôÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ
Ë B ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ BT , ÉÍÅÀÝÁÑ n ÓÔÒÏË É m ÓÔÏÌÂÃÏ×, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ
i-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É j-ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ × ÍÁÔÒÉÃÅ BT ÓÔÏÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ bj;i. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ
B ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ BT É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. äÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ
ÕÄÏÂÎÏ ÎÁÇÌÑÄÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÚÅÒËÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.
úÁÄÁÞÁ 4.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (A+B)T = AT +BT É (�A)T = �AT .

ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ B = BT . üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ
ÌÀÂÙÈ ÎÏÍÅÒÏ× i É j bi;j = bj;i.

ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ B = −BT . üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ
ÌÀÂÙÈ ÎÏÍÅÒÏ× i É j bi;j = −bj;i; ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ 2 (ÉÌÉ
ËÏÌØÃÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ 1 + 1 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅÍ ÉÌÉ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ) ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ
ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Õ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ.
úÁÄÁÞÁ 4.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ËÏÌØÃÅ 1 + 1 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅÍ ÉÌÉ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÔÏ
ÌÀÂÕÀ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ É
ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ.

ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A = (ai;j) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ai;j = 0 ÐÒÉ i > j. äÒÕ-
ÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÉÖÅ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Õ ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. íÁÔÒÉÃÁ,
ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ Ë ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ.

ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A = (ai;j) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ai;j = 0 ÐÒÉ i 6= j. äÒÕÇÉÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, Õ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.

äÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÔÏÌØËÏ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ É × ÎÁÛÉÈ ÌÅËÃÉÑÈ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ E (× ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÎÉÖËÁÈ ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÅÎÉÅ I). äÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ
�i;j (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÄÅÌØÔÁ-ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ëÒÏÎÅËÅÒÁ), ÔÁË ÞÔÏ

�i;j =
{

1 ÅÓÌÉ i = j
0 ÅÓÌÉ i 6= j: (4.2)
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íÁÔÒÉÃÁ �E (� ∈ R) ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 4.4. ðÕÓÔØ R = Fp. óÏÓÞÉÔÁÊÔÅ ÞÉÓÌÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ, ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ (ÐÒÉ p 6=
2), ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ, ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ É ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ n.

?ÂÌÏÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ

5. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ: ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÁ.
óÁÍÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÒÅÛÁÔØ, ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ
ÏÂÓÕÄÉÍ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó n ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ,
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÌÀ K. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ
×ÉÄ 




a1;1x1 + a1;2x2 + : : :+ a1;nxn = b1
a2;1x1 + a2;2x2 + : : :+ a2;nxn = b2

: : :
an;1x1 + an;2x2 + : : :+ an;nxn = bn;

(5.1)

ÇÄÅ ×ÓÅ ai;j ∈ K É bi ∈ K. ÷ ÂÁÎÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ n = 2 ËÁÖÄÙÊ ÛËÏÌØÎÉË ÍÏÖÅÔ ÒÅÛÉÔØ ÔÁËÕÀ ÓÉÓÔÅ-
ÍÕ ÍÎÏÇÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. íÙ ×ÙÂÅÒÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÏÄÈÏÄ: ÎÁÊÄÅÍ, ÎÁ ËÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁÄÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ
ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ {

ax+ by = e
cx+ dy = f; (5.2)

ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏÍÎÏÖÅÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ (ÓËÁÖÅÍ, y) ÐÒÏÐÁÌÏ ÂÙ, É
× ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÏÄÎÉÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ x. ïÔ×ÅÔ ÌÅÇËÏ ÕÇÁÄÁÔØ: ÐÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
ÎÁÄÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ d, Á ×ÔÏÒÏÅ | ÎÁ −b. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏÍÎÏÖÅÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

(ad− bc)x = ed− bf: (5.3)
åÓÌÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ x, Ô.Å. ad − bc, ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ, ÒÁÚÄÅÌÉ× ÎÁ ÎÅÇÏ, ÐÏÌÕ-
ÞÉÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÌÅÇËÏ ÕÇÁÄÁÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÅÍ ÖÅ
ÍÅÔÏÄÏÍ ÉÓËÌÀÞÉÔÓÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ x, É ÄÌÑ y ÔÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

(ad− bc)y = af − ec: (5.4)

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (5.2):
{

(ad− bc)x = ed− bf
(ad− bc)y = af − ec: (5.5)

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ D = ad − bc ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÎÁÛÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ
ÒÅÛÅÎÉÅ

{
x = D1=D
y = D2=D ÇÄÅ

D = ad− bc
D1 = ed− bf
D2 = af − ec

(5.6)

úÁÄÁÞÁ 5.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ad − bc = 0, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÂÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ (ÅÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ).

úÁÄÁÞÁ 5.2. (éÚ 8 ËÌÁÓÓÁ.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

y = ax+ b
cx+ d (5.7)

ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ y = 1=x ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ ÐÏ ÏÓÉ OY É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏ-
ÓÏÍ. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ.
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úÁÄÁÞÁ 5.3. (éÚ 9 ËÌÁÓÓÁ.) îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, Ä×ÕÍÑ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑ-
ÀÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÙ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (a; b) É (c; d).

úÁÄÁÞÁ 5.4. * ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÅÄÉÎÏÅ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÔÒÅÈ ÚÁÄÁÞ.

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÅÛÉÔØ ÔÅÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÒÅÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÔÒÅÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ:




a1;1x1 + a1;2x2 + a1;3x3 = b1
a2;1x1 + a2;2x2 + a2;3x3 = b2
a3;1x1 + a3;2x2 + a3;3x3 = b3:

(5.8)

ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ �1; �2; �3 (ÔÏÞÎÅÅ, ÔÒÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×
ÓÉÓÔÅÍÙ), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏÍÎÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ,
ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ, ÓËÁÖÅÍ, x1. ëÁË É × ÒÁÎØÛÅ, ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ
×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÌÉ ÄÅÌÅÎÉÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÒÁÚÂÉÒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÎÕÌÀ. õÇÁÄÁÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ �1; �2; �3 ÕÖÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÒÕÄÎÏ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÉÈ ÉÓÈÏÄÑ
ÉÚ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ, ÞÔÏÂÙ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ x2 É x3 ÏÂÒÁÔÉÌÉÓØ × ÎÕÌØ. üÔÏ ÄÁÅÔ Ä×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:

{
a1;2�1 + a2;2�2 + a3;2�3 = 0
a1;3�1 + a2;3�2 + a3;3�3 = 0: (5.9)

îÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ × ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÔÒÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ �1; �2 É �3, ÎÏ ÄÌÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ �1=�3 É �2=�3
ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÁË ÒÁÚ ÕÖÅ ÒÅÛÅÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁ Ä×ÕÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó Ä×ÕÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ:

{ a1;2
�1
�3

+ a2;2
�2
�3

= −a3;2
a1;3

�1
�3

+ a2;3
�2
�3

= −a3;3:
(5.10)

úÁÄÁÞÁ 5.5. îÁÊÄÉÔÅ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ É ×ÙÐÉÛÉÔÅ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ x1.

úÁÄÁÞÁ 5.6. ðÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ x2 ÉÌÉ x3.

åÓÌÉ ×Ù ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÅÛÉÌÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ Ä×Å ÚÁÄÁÞÉ, ÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ x1,
x2 É x3 ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ) ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ. ÷ÏÔ ÏÎ:

D = a1;1a2;2a3;3 + a1;2a2;3a3;1 + a1;3a2;1a3;2 − a1;1a2;3a3;2 − a1;3a2;2a3;1 − a1;2a2;1a3;3 (5.11)

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÁË É ÐÒÉ n = 2, ÐÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (ÍÙ ÓÎÏ×Á ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ, ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, D1, D2 É D3, ÎÏ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ) ÔÏÖÅ ÉÍÅÀÔ ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ: ÛÅÓÔØ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÐÏ ÔÒÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ × ËÁÖÄÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÒÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÔÏÑÔ Ó ÐÌÀÓÏÍ, Á ÔÒÉ |
Ó ÍÉÎÕÓÏÍ.

íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ n = 2, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (5.8) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ




Dx1 = D1
Dx2 = D2
Dx3 = D3:

(5.12)

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ D (5.11) ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ (5.8) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 5.7. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ D (5.11) ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ (5.8) ÌÉÂÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ
ÒÅÛÅÎÉÊ, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ (ÅÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ)?

íÎÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÏÂÏÚÒÉÍÏÅ ÐÒÑÍÏÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ; ÓÐÕÓÔÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅ-
ÍÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÖÅÔÓÑ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n.

ôÅÐÅÒØ, ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÕÖÅ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ ÄÁÌØÛÅ. éÍÅÑ × ÒÕËÁÈ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÉ-
ÐÁ (5.12) ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ n − 1 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó n − 1 ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ, ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ n
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó n ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÕÖÅ ÏÐÒÏÂÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÁÍÉ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ËÏ-
ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ
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ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ Ó ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ËÁË
ÒÁÚ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÉÍÅÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ
ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó n ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ





a1;1x1 + a1;2x2 + : : :+ a1;nxn = b1
a2;1x1 + a2;2x2 + : : :+ a2;nxn = b2

: : :
an;1x1 + an;2x2 + : : :+ an;nxn = bn

(5.13)

Ë ×ÉÄÕ




Dx1 = D1
Dx2 = D2

: : :
Dxn = Dn;

(5.14)

ÐÒÉÞÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑD;D1; : : : ; Dn ÏËÁÖÕÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ, ÐÒÉÞÅÍ ×ÅÓØ-
ÍÁ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ É ÄÏ×ÏÌØÎÏ-ÔÁËÉ ÐÏÈÏÖÉÍÉ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ.

íÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ × ÓÉÔÕÁÃÉÉ É ÄÏËÁÚÁÔØ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ
ÔÏÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÎÁÄÏ × ÐÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÈÏÒÏÛÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ D; ËÁË ÍÙ
×ÉÄÅÌÉ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ D1; : : : ; Dn ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔØ ÎÁÄÅÖÄÁ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ, ËÁË
ÏÎÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ D.

úÁÄÁÞÁ 5.8. (ÄÌÑ ÈÒÁÂÒÙÈ) ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÓÄÅÌÁÔØ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÛÁÇ É ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÜÔÕ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÄÌÑ
n = 4, É ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÜÔÉÈ ÄÁÎÎÙÈ ÕÇÁÄÁÔØ ÏÂÝÅÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ D É ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ
ÉÚ ÎÅÇÏ D1; : : : ; Dn. (óÎÁÞÁÌÁ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÏÃÅÎÉÔØ ÒÁÚÍÅÒ ÂÅÄÓÔ×ÉÑ: ÕÇÁÄÁÔØ, ÓËÏÌØËÏ É ËÁËÉÈ
ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ D.)

ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÐÏÒÁ ÐÒÉÚÎÁÔØÓÑ, ÞÔÏ D ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅ-
ÍÙ. ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÜÔÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ËÁË ÒÁÚ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÅÇÏ ÒÏÌØÀ × ÒÅÛÅÎÉÉ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÓÉÓÔÅÍ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÅÍÕ ÔÏÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÄÏËÁÖÅÍ ×ÓÅ ÎÁÍÅÞÅÎÎÙÅ ÚÄÅÓØ
ÇÉÐÏÔÅÚÙ.

6. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ: ÔÅÏÒÅÍÁ ëÒÁÍÅÒÁ.
íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ × ËÏÎÃÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ,
Á ×ÙÂÅÒÅÍ "ÃÁÒÓËÉÊ ÐÕÔØ": ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ × ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏÍ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ×ÉÄÅ
ÐÒÁ×ÉÌÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ É ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÔÏÍ ÄÏ×ÏÌØÎÏ
ÌÅÇËÏ ÓÍÏÖÅÍ ×Ù×ÅÓÔÉ ÕÖÅ ÎÁÍÅÞÅÎÎÕÀ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï Ó×ÅÄÅÎÉÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊ-
ÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ Ë ÆÏÒÍÕÌÁÍ (5.14) (ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÒÁÍÅÒÁ), Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÒÕÇÉÈ
×ÁÖÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÕÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, ËÁË × ÐÒÏÛÌÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ
ÐÏÌÑ, Á ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ (ÁÓÓÏÃÉÁ-
ÔÉ×ÎÏÇÏ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ É Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ).

îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÉÓÁÔØ ×ÉÄ ÏÂÓÕÖÄÁ×ÛÅÇÏÓÑ × ÐÒÏÛÌÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ D, ËÏÔÏÒÙÊ, ËÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÐÒÉ
n = 2; 3 ÏÎ ÚÁ×ÉÓÅÌ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ai;j É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌ ÓÏÂÏÊ ÓÕÍÍÕ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-
ÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ai;j, ÐÒÉÞÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÂÒÁÌÉÓØ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÐÌÀÓ, Á ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ
ÍÉÎÕÓ. úÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÇÁÄÁÔØ, ÇÌÑÄÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÉ n = 2; 3: ×
ËÁÖÄÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÒÏ×ÎÏ n ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÐÏÄÏÂÒÁÎÎÙÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ É ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ
ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ. õÄÏÂÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÍÁÔÒÉÃÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× × ×ÉÄÅ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÉ
n × n ËÌÅÔÏÞÅË; ÔÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÀ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ï
ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÅ n ÌÁÄÅÊ ÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÂÉÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ.
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úÁÄÁÞÁ 6.1. óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ?

îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ n = 2; 3 ÏËÁÚÁÌÉÓØ ×ÏÓÔÒÅÂÏ×ÁÎÙ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ; ÅÓÔÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁË ÂÕÄÅÔ É × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. äÌÑ ÚÁÐÉÓÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÕÄÏÂÎÏ ÕÐÏÒÑ-
ÄÏÞÉÔØ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÐÏ ÎÏÍÅÒÁÍ ÓÔÒÏË (Ô.Å. ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÛÅÌ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ
ÓÔÒÏËÉ, ÚÁÔÅÍ ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ É Ô.Ä.). ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ

a1;i1a2;i2 : : : an;in ; (6.1)

ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ i1; i2 : : : in ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÞÉÓÅÌ 1; 2 : : : n (Ô.Å. ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 1 ÄÏ n
×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ i1; i2 : : : in ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ). ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÊ ×ÉÄ
×ÙÒÁÖÅÎÉÑ D:

D =
∑

ÐÏ ×ÓÅÍ
ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ
i1; i2 : : : in

± a1;i1a2;i2 : : : an;in (6.2)

ïÓÔÁÌÏÓØ ÕÇÁÄÁÔØ ÐÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ ÚÎÁËÁ ÐÒÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ. ïÔ×ÅÔ ÎÁÇÌÑÄÎÅÅ ×ÓÅÇÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÃÅÎÔÒÙ ËÌÅÔÏÞÅË, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÁÎÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ,
n(n−1)

2 ÏÔÒÅÚËÁÍÉ. (îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÁÌÏÖÁÔÓÑ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ.)

úÁÄÁÞÁ 6.2. ðÏÞÅÍÕ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÎÎÏ ÓÔÏÌØËÏ?

óÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ É ÓÔÒÏÇÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ (ÐÏÞÅÍÕ?); ÓÏÓÞÉ-
ÔÁÅÍ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ SW-NO, Ô.Å. ÏÔ ÀÇÏ-ÚÁÐÁÄÁ Ë ÓÅ×ÅÒÏ-×ÏÓÔÏËÕ
(× ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÇÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÎÏÔÁÃÉÉ, Ô.Å. ËÏÇÄÁ ÓÅ×ÅÒ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ Ó×ÅÒÈÕ ÌÉÓÔÁ, Á ÚÁÐÁÄ |
ÓÌÅ×Á). üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ; × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ
ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÊ ÉÌÉ ÎÅÞÅÔÎÏÊ. ôÁË ×ÏÔ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ
ÞÅÔÎÙÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ, ×ÈÏÄÑÔ × ÆÏÒÍÕÌÕ (6.2) ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÐÌÀÓ, Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ
ÎÅÞÅÔÎÙÍ | ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ. (ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ n = 2; 3.)

úÁÄÁÞÁ 6.3. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÅÔÎÙÈ É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË.

éÎÏÇÄÁ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. éÎ×ÅÒÓÉÅÊ ÐÅÒÅ-
ÓÔÁÎÏ×ËÉ i1; i2 : : : in ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÐÁÒÁ ÎÏÍÅÒÏ× ik; il, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ k < l, ÎÏ ik > il. þÅÔÎÏÓÔØ
ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ | ÜÔÏ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÅÅ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 6.4. äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ ÏÂÏÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÚÁÐÉÓÉ ÆÏÒÍÕÌ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÏ

"(i1; i2 : : : in) =
{

1; ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÞÅÔÎÁÑ
−1; ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÅÞÅÔÎÁÑ (6.3)

ôÅÐÅÒØ ÍÙ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÇÏÔÏ×Ù ÎÁÐÉÓÁÔØ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ D; ÏÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A = (ai;j) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ detA:

detA =
∑

ÐÏ ×ÓÅÍ
ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ
i1; i2 : : : in

"(i1; i2 : : : in) a1;i1a2;i2 : : : an;in (6.4)
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úÁÄÁÞÁ 6.5. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ, ËÁË ×ÙÇÌÑÄÅÌÁ ÂÙ ÆÏÒÍÕÌÁ (6.4), ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ × ÓÁÍÏÍ ÎÁÞÁÌÅ ÄÏÇÏ×Ï-
ÒÉÌÉÓØ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÔØ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÈ ÎÅ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ, ËÁË ÍÙ ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÉ, Á ÐÏ
ÓÔÏÌÂÃÁÍ:

detA =
∑

ÐÏ ×ÓÅÍ
ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ
i1; i2 : : : in

? · ai1;1ai2;2 : : : ain;n (6.5)

.

÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (6.4) ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÇÒÏÍÏÚÄËÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ
ÓÔÒÅÍÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÔÅÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ n. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÜÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ
ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÙÍ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ A = (ai;j) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ai;j = 0 ÐÒÉ i > j.
äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÉÖÅ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Õ ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.

úÁÄÁÞÁ 6.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁ×ÅÎ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ
ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×: detA = a1;1a2;2 : : : an;n.

úÁÄÁÞÁ 6.7. óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ 2×2 ÍÁÔÒÉÃ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F2? ÷ÙÐÉÛÉÔÅ
ÉÈ ×ÓÅ.

úÁÄÁÞÁ 6.8. óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ 2 × 2 ÍÁÔÒÉÃ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F3? ëÁËÉÈ
ÍÁÔÒÉÃ ÂÏÌØÛÅ: Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ �1 ÉÌÉ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ �2? ðÏÞÅÍÕ?

úÁÄÁÞÁ 6.9. óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ 2× 2 ÍÁÔÒÉÃ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Fp?

úÁÄÁÞÁ 6.10. óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ 2× 2 ÍÁÔÒÉÃ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ �1 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Fp?

úÁÄÁÞÁ 6.11. óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ 3× 3 ÍÁÔÒÉÃ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F2?

ëÏÎÅÞÎÏ, ÔÅÐÅÒØ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÐÏÐÒÏÂÏ×ÁÔØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n ÓÉÓÔÅÍÕ (5.13) ÍÏÖÎÏ
ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ×ÉÄÕ (5.14), É ÞÔÏ ÓÔÏÑÝÅÅ ÔÁÍ ÞÉÓÌÏ D | ÜÔÏ
ÉÍÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ A. ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ, ÐÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ
ÜÔÏ ×ÒÑÄ ÌÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÉÚÕÞÉÔØ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ,
ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÉÍÅÀÔ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÕÀ ÃÅÎÎÏÓÔØ, ÞÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ
ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ × ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏ× ÉÚ ÎÉÈ ×Ù×ÅÄÅÍ.

äÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. åÓÌÉ
B = (bi;j) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ m ÓÔÒÏË É n ÓÔÏÌÂÃÏ×, ÔÏ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ Ë ÎÅÊ
ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ BT , ÉÍÅÀÝÁÑ n ÓÔÒÏË É m ÓÔÏÌÂÃÏ×, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ i-
ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É j-ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ × ÍÁÔÒÉÃÅ BT ÓÔÏÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ bj;i. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ
B ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ BT É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. äÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ
ÕÄÏÂÎÏ ÎÁÇÌÑÄÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÚÅÒËÁÌØÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ
(Ô.Å. ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÏÔ ÓÅ×ÅÒÏ-ÚÁÐÁÄÁ ÎÁ ÀÇÏ-×ÏÓÔÏË).

ó×ÏÊÓÔ×Ï 1. detA = detAT .

úÁÄÁÞÁ 6.12. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï.

äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ n2 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉÃÙ. ïËÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ, ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ, ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ n ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× | ÓÔÒÏË
ÍÁÔÒÉÃÙ A. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, Ó ÔÁËÉÍ ÖÅ ÕÓÐÅÈÏÍ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÔÅÌÑ É ÏÔ ÓÔÏÌÂÃÏ×. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÓÔÏÌÂÃÙ É ÓÔÒÏËÉ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ,
Á ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×Ù×ÏÄÉÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÏÔ
ÓÔÏÌÂÃÏ× ÓÔÏÌÂÃÁÈ ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÓÔÒÏËÁÈ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÒÁÚÕ ÆÏÒ-
ÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÏÂÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÐÏÍÎÑ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
Ó×ÏÊÓÔ×Á 1.
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ó×ÏÊÓÔ×Ï 2. ëÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ. åÓÌÉ × ÍÁÔÒÉÃÅ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ Ä×Å
ÓÔÒÏËÉ (ÓÔÏÌÂÃÁ), ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÉÚÍÅÎÉÔ ÚÎÁË.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÓÔÒÏË ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÉÚ (6.4) ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÑÔÓÑ,
É ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎ×ÅÒÓÉÊ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ
ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ, Ô.Å. ÓÞÉÔÁÑ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÅÚËÏ× ×
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ SW-NO.
úÁÄÁÞÁ 6.13. ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

ó×ÏÊÓÔ×Ï 3. åÓÌÉ × ÍÁÔÒÉÃÅ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÓÔÒÏËÉ (ÓÔÏÌÂÃÁ), ÔÏ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ
ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÜÔÉÈ ÓÔÒÏË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÄÏÌÖÅÎ ÉÚÍÅ-
ÎÉÔØ ÚÎÁË, ÎÏ ÍÁÔÒÉÃÁ, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ. detA = − detA,
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ 2 detA = 0. åÓÌÉ Ä×ÏÊËÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ÎÁÛÅÍ ËÏÌØÃÅ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ ÉÌÉ ÎÕÌÅÍ, ÔÏ
×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.
úÁÄÁÞÁ 6.14. ÷ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅ-
ÒÉÓÔÉËÉ 2)?.

ó×ÏÊÓÔ×Ï 4. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ ÓÔÒÏËÅ (ÓÔÏÌÂÃÕ).
úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ k-ÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÍÁÔÒÉÃÙ A. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, × ËÁÖÄÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (6.4) ×ÈÏ-

ÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÉÚ ÜÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ. óÇÒÕÐÐÉÒÕÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ
ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ, É ×ÙÎÅÓÅÍ ÅÇÏ ÚÁ ÓËÏÂËÉ. óÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ×
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÅ ak;j ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ak;j É ÔÒÁÄÉÃÉÏÎ-
ÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ak;j ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ×
ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÁ:

detA = ak;1Ak;1 + ak;2Ak;2 + : : :+ ak;nAk;n: (6.6)
ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ, ËÁË ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-
ÓËÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ak;j ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ
k-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ É j-ÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ, Ô.Å. ÔÅÈ ÓÁÍÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÏÑÔ × ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ
ÍÁÔÒÉÃÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ A ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅÍ k-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É j-ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏ-
×ÅÒÉÔØ ÚÎÁËÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ, ÓËÏÌØËÏ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ (Ô.Å. ÏÔÒÅÚËÏ× × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ
SW-NO) ÔÅÒÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ (×ÍÅÓÔÅ Ó k-ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ É j-ÏÍ ÓÔÏÌÂÃÏÍ) ÜÌÅÍÅÎÔÁ ak;j. äÏÐÏÌÎÅ-
ÎÉÅ Ë k-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ É j-ÏÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ
ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ Ó×ÅÔÁ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ NO, NW, SW É SO. (îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ
ÐÕÓÔÙÍÉ.) "ìÉÛÎÉÅ" ÉÎ×ÅÒÓÉÉ × ËÁÖÄÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ak;j ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÌÅ-
ÖÁÝÉÅ × ÏÂÌÁÓÔÑÈ NO É SW. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × ÏÂÌÁÓÔÉ NW × ÄÁÎÎÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÉÍÅÅÔÓÑ x
ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ôÏÇÄÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÉÚ ÐÅÒ×ÙÈ k − 1 ÓÔÒÏËÉ ÄÏÌÖÎÙ ÌÅÖÁÔØ × ÏÂÌÁÓÔÉ
NO, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÏÂÌÁÓÔÉ NO ÌÅÖÁÔ k− 1−x ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÓÞÉÔÁÑ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ
ÉÚ ÐÅÒ×ÙÈ j−1 ÓÔÏÌÂÃÏ×, ÎÁÊÄÅÍ, ÞÔÏ × ÏÂÌÁÓÔÉ SW ÄÏÌÖÎÏ ÌÅÖÁÔØ j−1−x ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÅÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ak;j ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ × (k−1−x)+(j−1−x) = k+j−2(x+1) "ÌÉÛÎÉÈ"
ÉÎ×ÅÒÓÉÑÈ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ, ÍÙ × ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
ÚÎÁË ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ É × ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ
ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ A ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅÍ k-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É j-ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ (−1)k+j.

÷ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
æÏÒÍÕÌÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ ÓÔÒÏËÅ.

detA = ak;1Ak;1 + ak;2Ak;2 + : : :+ ak;nAk;n; (6.7)

ÇÄÅ Ak;j | ÜÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ (−1)k+j ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ A ×ÙÂÒÁ-
ÓÙ×ÁÎÉÅÍ k-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É j-ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ.
úÁÄÁÞÁ 6.15. éÓÐÏÌØÚÕÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï 1, ×Ù×ÅÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÕ:

detA = a1;kA1;k + a2;kA2;k + : : :+ an;kAn;k: (6.8)
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ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÌÅÇËÏ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÕ
ÍÁÔÒÉÃÙ: ÅÓÌÉ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ n×n Ó Ä×ÕÍÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÐÏ ËÁËÏÍÕ-
ÎÉÂÕÄØ ÅÝÅ ÓÔÒÏËÅ, ÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ) ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÉÔÅÌÅÍ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ
ÓÔÒÏËÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÏËÁÖÕÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÎÕÌÀ. (ëÏÎÅÞÎÏ,
ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÕËÁÚÁÔØ ÂÁÚÕ ÉÎÄÕËÃÉÉ | ÓÌÕÞÁÊ n = 2, ËÏÇÄÁ Ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ
ÓÒÁÚÕ ÄÁÅÔ ÎÏÌØ.)

÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ ÎÁÚÁÄ Ë ÎÁÛÉÍ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÍ Ó ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚ-
ÄÅÌÅ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÄÏÍÎÏÖÁÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÂÒÁÌÉÓØ
ËÁË ÒÁÚ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ ÐÒÉ ÔÏÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÄÎÏ ÔÏÌØËÏ
É ÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ ÐÏÓÌÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ
ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÕ (6.8) ÏËÁÚÙ×ÁÌÓÑ ËÁË ÒÁÚ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ. îÏ ÐÏÞÅÍÕ ÐÒÉ
ÜÔÏÍ ÏÂÎÕÌÑÌÉÓØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ? üÔÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏ "ÌÅÍÍÏÊ Ï ÆÁÌØÛÉ×ÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ", ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÓÔÒÏËÉ (ÓÔÏÌÂÃÁ) ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÄÒÕÇÏÊ
ÓÔÒÏËÉ (ÓÔÏÌÂÃÁ).

ó×ÏÊÓÔ×Ï 5. ìÅÍÍÁ Ï ÆÁÌØÛÉ×ÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ. ðÒÉ k 6= m

am;1Ak;1 + am;2Ak;2 + : : :+ am;nAk;n = 0 (ÐÏ ÓÔÒÏËÅ)
a1;mA1;k + a2;mA2;k + : : :+ an;mAn;k = 0 (ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÕ) (6.9)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÅ: ÐÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ k-ÏÊ
ÓÔÒÏËÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ, × ËÏÔÏÒÏÊ × k-ÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÐÏÓÔÁ×ÉÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ m-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÜÔÏÊ
ÍÁÔÒÉÃÙ; ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 3 ÔÁËÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÍ ÕÖÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÐÏÎÑÔÎÏ, ËÁË ÒÅÛÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÉÓÔÅÍÕ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó n
ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ (5.13): ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ xk, ÎÁÄÏ ÄÏÍÎÏ-
ÖÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ ÐÒÉ xk (Ô.Å. Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ k-ÏÇÏ
ÓÔÏÌÂÃÁ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ). ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÒÉ xk ÏËÁÖÅÔÓÑ ËÁË ÒÁÚ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ (Ó×ÏÊÓÔ×Ï 4),
ËÏÔÏÒÙÊ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ
ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÏÂÒÁÔÑÔÓÑ × ÎÕÌØ (Ó×ÏÊÓÔ×Ï 5). ôÁËÖÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÉÔÅÌÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ Dk, ÓÔÏÑÝÅÅ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: ÜÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ k-ÏÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁÍÅÎÏÊ k-ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ
ÎÁ ÓÔÏÌÂÅÃ ÐÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (5.13). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (5.14)
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (5.13).

îÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÜÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÍÉ, Ô.Å ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ (5.14) ×Ù×ÅÓÔÉ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ
ÓÉÓÔÅÍÕ (5.13)? äÌÑ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÓÌÏÖÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (5.13), ÄÏÍÎÏÖÅÎÎÙÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,
ÎÁ ak1; ak2; : : : ; akn. ÷ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÎÁÑ ÎÁ D ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ k-ÏÇÏ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (5.13). ÷ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÁÄÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j ÓÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ,
ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ bj; ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ j = k ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÒÉ bk ÏËÁÖÅÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ
ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÐÏ k-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ, Á ÐÒÉ j 6= k ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÒÉ bj ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ "ÆÁÌØÛÉ×ÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ", ÒÁ×ÎÏÅ ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 5 ÎÕÌÀ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ
k-ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁÛÅÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (5.13), ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÏÍÎÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁ D.

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.1. (ôÅÏÒÅÍÁ ëÒÁÍÅÒÁ, ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ.) 1) óÉÓÔÅÍÕ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó
n ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R





a1;1x1 + a1;2x2 + : : :+ a1;nxn = b1
a2;1x1 + a2;2x2 + : : :+ a2;nxn = b2

: : :
an;1x1 + an;2x2 + : : :+ an;nxn = bn

(6.10)
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ÍÏÖÎÏ ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ É ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë Ë ×ÉÄÕ




Dx1 = D1
Dx2 = D2

: : :
Dxn = Dn;

(6.11)

ÇÄÅ D | ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ (Ô.Å. ÇÌÁ×ÎÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÉ-
ÓÔÅÍÙ), Á Dk | ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ
ÚÁÍÅÎÏÊ k-ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÎÁ ÓÔÏÌÂÅÃ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ.
2) åÓÌÉ D ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ × ËÏÌØÃÅ R, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÙ (6.10) É (6.11) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ.
3) åÓÌÉ D ÏÂÒÁÔÉÍ × ËÏÌØÃÅ R, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ (6.10) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ





x1 = D1=D
x2 = D2=D

: : :
xn = Dn=D:

(6.12)

äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÒÁÍÅÒÁ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÕÀ, ÎÁÄÏ
ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ "ÐÌÏÈÉÈ" ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ D; ÍÙ ÓÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ
ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ.
ôÅÏÒÅÍÁ 6.2. (ôÅÏÒÅÍÁ ëÒÁÍÅÒÁ, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ.) 1) åÓÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó n ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K (6.10) ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ
ÎÕÌÑ, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ëÒÁÍÅÒÁ (6.12)
2) åÓÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ (6.10) ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÂÏ ÎÅ
ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÌÉÂÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ × ÓÌÕÞÁÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ
ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ).

ðÅÒ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, Á ×ÏÔ ×ÏÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÒÅÂÕÅÔ
ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ÄÒÕÇÉÈ ÉÄÅÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÏÔÌÏÖÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÏÄÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÒÁÍÅÒÁ, ÏÔÎÏÓÑÝÅ-
ÅÓÑ Ë ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ. óÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (6.10) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ
ÅÅ ÐÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, Ô.Å. bi = 0 ∀i. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÏ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏ ÒÅ-
ÛÅÎÉÅ ÎÕÌÅ×ÏÅ, Ô.Å. x1 = x2 = : : : = xn = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÒÁÍÅÒÁ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÌÁ×ÎÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÜÔÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ, Á
ÅÓÌÉ ÇÌÁ×ÎÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ
ÒÅÛÅÎÉÑ. (üÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ.)
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.1. ïÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ n ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó n ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ
ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÅ ÇÌÁ×ÎÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.

7. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ: ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ.
ó×ÏÊÓÔ×Ï 6. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÌÀÂÏÊ Ó×ÏÅÊ ÓÔÒÏËÉ (ÓÔÏÌÂÃÁ).

üÔÏ ×ÁÖÎÅÊÛÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (6.7) (ÉÌÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, (6.8)): ÐÏÓËÏÌØ-
ËÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ (ÓÔÏÌÂÃÁ), ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅ-
ÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ak;1; ak;2; : : : ak;n (ÉÌÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,
a1;k; a2;k; : : : an;k ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÙ ÎÅ ÄÁÌÉ ÚÄÅÓØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÑ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÁÉ×ÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ:

æÕÎËÃÉÑ f(x1; x2; : : : ; xn) ÏÔ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× x1; x2; : : : ; xn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÍÏÖÎÏ
ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

f(x1; x2; : : : ; xn) = �1x1 + �2x2 + : : :+ �nxn; (7.1)
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ÇÄÅ �1; �2; : : : ; �n ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÂÏÌÅÅ

ÕÐÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÅ, ÂÏÌÅÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÕÄÏÂÎÏ
ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ×ÅËÔÏÒ-ÓÔÒÏËÕ (x1; x2; : : : ; xn) ÏÄÎÉÍ ÓÉÍ-
×ÏÌÏÍ (ÓËÁÖÅÍ, v). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÍÅÅÍ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ (É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÅËÔÏÒ-ÓÔÒÏÞËÉ)
É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÉÈ ÎÁ ÞÉÓÌÁ.

æÕÎËÃÉÑ f(v), ÇÄÅ v = (x1; x2; : : : ; xn) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒ-ÓÔÒÏË
u É v É ÌÀÂÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ �

1) f(u+ v) = f(u) + f(v);

2) f(�u) = �f(u).

úÁÄÁÞÁ 7.1. äÏËÁÚÁÔØ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 7.2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ f(x) = xp ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Fp Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÌÉÎÅÊÎÏÊ. ëÁË ÅÅ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ (7.1)?

ó×ÏÊÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ×ÁÖÎÏ É ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÙ
ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÁ ÑÚÙËÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

1) åÓÌÉ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÓÔÒÏËÉ (ÓÔÏÌÂÃÁ) ÍÁÔÒÉÃÙ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ,
ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÔÏÖÅ ÕÍÎÏÖÉÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ.

det




a1;1 a1;2 : : : a1;n
: : : : : : : : : : : :
ak−1;1 ak−1;2 : : : ak−1;n
�ak;1 �ak;2 : : : �ak;n
ak+1;1 ak+1;2 : : : ak+1;n
: : : : : : : : : : : :
an;1 an;2 : : : an;n




= � det




a1;1 a1;2 : : : a1;n
: : : : : : : : : : : :
ak−1;1 ak−1;2 : : : ak−1;n
ak;1 ak;2 : : : ak;n
ak+1;1 ak+1;2 : : : ak+1;n
: : : : : : : : : : : :
an;1 an;2 : : : an;n




(7.2)

2) åÓÌÉ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ k-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ (ÓÔÏÌÂÃÁ) ÍÁÔÒÉÃÙ A ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÓÌÁ-
ÇÁÅÍÙÈ (Ô.Å. ak;j = �′j +�′′j ), ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ Ä×ÕÈ
ÍÁÔÒÉÃ A′ É A′′ × k-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ (ÓÔÏÌÂÃÅ) ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÅÒ×ÙÅ ( �′j ) É ×ÔÏ-
ÒÙÅ ( �′′j ) ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ k-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ (ÓÔÏÌÂÃÁ) ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ (ÓÔÏÌÂÃÙ)
| ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË × ÍÁÔÒÉÃÅ A.

det




a1;1 a1;2 : : : a1;n
: : : : : : : : : : : :
ak−1;1 ak−1;2 : : : ak−1;n
�′1 + �′′1 �′2 + �′′2 : : : �′n + �′′n
ak+1;1 ak+1;2 : : : ak+1;n
: : : : : : : : : : : :
an;1 an;2 : : : an;n




=

= det




a1;1 a1;2 : : : a1;n
: : : : : : : : : : : :
ak−1;1 ak−1;2 : : : ak−1;n
�′1 �′2 : : : �′n

ak+1;1 ak+1;2 : : : ak+1;n
: : : : : : : : : : : :
an;1 an;2 : : : an;n




+ det




a1;1 a1;2 : : : a1;n
: : : : : : : : : : : :
ak−1;1 ak−1;2 : : : ak−1;n
�′′1 �′′2 : : : �′′n

ak+1;1 ak+1;2 : : : ak+1;n
: : : : : : : : : : : :
an;1 an;2 : : : an;n




(7.3)
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ: ÎÁÄÏ ÐÒÏÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÏ k-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ.
ó×ÏÊÓÔ×Ï 7. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ Ë ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÓÔÒÏËÅ

(ÓÔÏÌÂÃÕ) ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ ÄÒÕÇÕÀ ÅÅ ÓÔÒÏËÕ (ÓÔÏÌÂÅÃ), ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÌÀÂÏÅ
ÞÉÓÌÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ×ÁÖÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÏ×ÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏÅ: ÅÓÌÉ ÍÙ Ë k-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ (ÓÔÏÌÂÃÕ) ÍÁÔÒÉ-
ÃÙ A ÐÒÉÂÁ×ÌÑÅÍ ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ � j-ÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÜÔÏÊ ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ
ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ Ä×ÕÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÐÅÒ×ÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ
Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ A, Á ×ÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÚÁÍÅÎÏÊ ÅÅ k-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÎÁ j-ÕÀ. îÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ Õ
×ÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ Ä×Å ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÓÔÒÏËÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÚÍÅÎÑÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ A, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ; ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ ÚÄÅÓØ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ. ãÅÌÅÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÐÒÉÍÅ-
ÎÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÚÍÅÎÑÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ × ËÏÎ-
ÃÅ ËÏÎÃÏ× ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÊ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ
6.6, ÒÁ×ÅÎ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÅÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. üÔÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÜËÏÎÏÍÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ×Ù-
ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ; ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ çÁÕÓÓÁ. äÌÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ çÁÕÓÓÁ ÎÁÍ, ÐÒÁ×ÄÁ,
ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏÂÁ×ÉÔØ Ë ÓÐÉÓËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÏÐÅÒÁÃÉÀ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ
ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ: ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏË (ÉÌÉ ÓÔÏÌÂÃÏ×) ÍÁÔÒÉÃÙ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ,
ËÏÎÅÞÎÏ, ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÎÏ ÌÅÇËÏ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÅÍÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÏÎ ÐÒÏÓÔÏ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË.

éÔÁË, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Ä×ÕÈ ÔÉÐÏ×:

• ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅ Ë ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ (ÓÔÏÌÂÃÕ) ÍÁÔÒÉÃÙ ÄÒÕÇÏÊ ÅÅ ÓÔÒÏËÉ (ÓÔÏÌÂÃÁ), ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ
ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ;

• ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏË (ÉÌÉ ÓÔÏÌÂÃÏ×).

ôÅÏÒÅÍÁ 7.1. ìÀÂÕÀ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÔÏÌØ-
ËÏ ÎÁÄ ÓÔÒÏËÁÍÉ (ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÎÁÄ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ) ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÕÄÅÍ ×ÅÓÔÉ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÕ ÍÁÔÒÉÃÙ; ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ 1×1
ÕÖÅ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ A ÒÁÚÍÅÒÏÍ n × n; ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏ-
ÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÎÁÛÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉÃ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á
×ÁÒÉÁÎÔÁ: ÌÉÂÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÎÕÌÅÊ, ÌÉÂÏ ÖÅ × ÎÅÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÈÏÔØ
ÏÄÎÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÓÔÒÏË ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ a11 ÏËÁ-
ÚÁÌÏÓØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ, Á ÚÁÔÅÍ, ÄÏÍÎÏÖÁÑ ÐÅÒ×ÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ É ×ÙÞÉÔÁÑ ÅÅ
ÉÚ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÏË, ÓÄÅÌÁÔØ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ËÒÏÍÅ a11. (äÌÑ ÔÏÇÏ,
ÞÔÏÂÙ "ÕÂÉÔØ" ak1, ÎÁÄÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ×ÙÞÅÓÔØ ÉÚ k-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÐÅÒ×ÕÀ, ÄÏÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ak1=a11.) ÷
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ × ÏÂÏÉÈ ×ÁÒÉÁÎÔÁÈ Õ ÎÁÓ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ,
ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÐÅÒ×ÏÇÏ, ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÁÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÒÉ-
ÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÓÅÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÎÁÛÅÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ËÒÏÍÅ
ÐÅÒ×ÏÊ, É ×ÓÅÍÉ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ ÎÁÛÅÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ËÒÏÍÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ; ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ,
ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÔ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ.

áÌÇÏÒÉÔÍ, ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ×ÙÛÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ çÁÕÓÓÁ; ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÏÄÉÆÉ-
ËÁÃÉÉ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÜËÏÎÏÍÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÄÌÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ; ÉÍÅÎÎÏ ÏÎ ÏÂÙÞÎÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ × ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ.
(äÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÚÁÒÁÎÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, ÐÒÉÄÕÍÙ×ÁÀÔÓÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÔÄÅÌØÎÙÅ, ÂÏÌÅÅ
ÂÙÓÔÒÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ.)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ çÁÕÓÓÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ë Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍ ÍÁÔÒÉÃÁÍ, ÐÒÉÞÅÍ ×
ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ë ÓÉÓÔÅÍÁÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ) ÕÄÏÂÎÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ
×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. íÁÔÒÉÃÁ A = (aij) ÒÁÚÍÅÒÏÍ m× n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
×ÅÒÈÎÅÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ r ≤ m É ÔÁËÁÑ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ j1 < j2 : : : < jr ≤ n, ÞÔÏ ÐÒÉ k ≤ r akj = 0 ÐÒÉ j < jk, ÎÏ akjk 6= 0, Á ÐÒÉ
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k > r akj = 0 ∀j. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÇÕÔ ÓÔÏÑÔØ × ×ÅÒÈÎÅÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉ-
ÃÅ ÔÏÌØËÏ × ÐÒÁ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ, × ÏÂÌÁÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ "ÌÅÓÅÎËÏÊ", ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ r ÓÔÕÐÅÎÅË
×ÙÓÏÔÙ 1, ÐÒÉÞÅÍ × ÕÇÌÕ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÕÐÅÎØËÉ ÓÔÏÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÌÀÂÁÑ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÔÁË ÖÅ,
ËÁË ÐÒÅÄÙÄÕÝÁÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.2. ìÀÂÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÔÏÌØËÏ ÎÁÄ ÓÔÒÏ-
ËÁÍÉ (ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÎÁÄ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ) ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ×ÅÒÈÎÅÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ×ÉÄÕ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÒÉ×ÅÌÉ Ë ×ÅÒÈÎÅÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ×ÉÄÕ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ n × n, ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÂÕÄÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ×ÅÒÈÎÅÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÂÕÄÕÔ
ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ, Ô.Å. ËÏÇÄÁ r = n É jk = k ∀k. á, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÎÕÌÅ×ÙÍ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ×
ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÏÍÅÒÏ× ÓÔÕÐÅÎÅË ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÍ ÍÅÓÔÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ
jk > k, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÛÁ ÍÁÔÒÉÃÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÔÕÐÅÎÅË ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ n,
Ô.Å. × ×ÅÒÈÎÅÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ ÂÕÄÅÔ ÈÏÔØ ÏÄÎÁ ÎÕÌÅ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÍÅÔÏÄÅ çÁÕÓÓÁ
ÍÙ ×ÓÅÇÄÁ ÐÒÉÂÁ×ÌÑÅÍ Ë ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÔÒÏËÅ (Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ) ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÒÏËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ
ÓÔÏÉÔ ×ÙÛÅ ÅÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÕÌÅ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ
ÎÁÛÅÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÄÒÕÇÉÈ ÅÅ ÓÔÒÏË, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÏÑÌÉ ×ÙÛÅ ÅÅ. üÔÏ
ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÔÒÏËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÔÒÏË ÜÔÏÊ
ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÎÕÌÀ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.3. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÎÕÌÀ. ïÐÒÅ-
ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ (Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÏÌÑ K) ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÁ ÉÚ
ÅÇÏ ÓÔÒÏË (ÓÔÏÌÂÃÏ×) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÄÒÕÇÉÈ ÅÅ ÓÔÒÏË (ÓÔÏÌÂÃÏ×).

óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÏÌØËÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÏÄÎÁËÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÏÞÅ-
×ÉÄÎÁ: ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÓÔÒÏËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, ÔÏ ×ÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ÎÅÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ
ÓÔÒÏËÉ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÍÙ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÒÏ-
ËÏÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.

8. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ - 2.
óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.2 Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ m ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó n ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ




a1;1x1 + a1;2x2 + : : :+ a1;nxn = b1
a2;1x1 + a2;2x2 + : : :+ a2;nxn = b2

: : :
am;1x1 + am;2x2 + : : :+ am;nxn = bm

(8.1)

ó ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ Ä×Å ÍÁÔÒÉÃÙ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÒÁÚÍÅÒÏÍ m×n, ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÕÔ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ aij ÎÁÛÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. (éÍÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ A
ÆÉÇÕÒÉÒÕÅÔ × ÔÅÏÒÅÍÅ ëÒÁÍÅÒÁ × ÓÌÕÞÁÅ m = n.) ïÄÎÁËÏ ÐÏÌÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Ï ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ
× ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ ÓÉÓÔÅÍÙ A, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ A n+1-ÏÇÏ
ÓÔÏÌÂÃÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓÔÏÑÔ ÐÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ bj. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
ÎÁÄ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍ ÓÉÓÔÅÍÙ
(8.1), ÔÏ ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÀ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÅÏÒÅÍÁ 7.2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÉÓÔÅÍÅ, ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÈÎÅÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÊ ×ÉÄ.

2òÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ,
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÊ, ÞÔÏ, ××ÉÄÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÄÁÅÔ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ.
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8.1. ìÀÂÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-
ÎÉÑÍÉ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ Ë ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ, ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÈÎÅÓÔÕÐÅÎ-
ÞÁÔÙÊ ×ÉÄ.

á ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÐÉÓÁÔØ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ ÍÁ-
ÔÒÉÃÁ ÓÉÓÔÅÍÙ (8.1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ, Ô.Å. ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r ≤ m ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚ-
ÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ j1 < j2 : : : < jr ≤ n + 1, ÞÔÏ ÐÒÉ k ≤ r akj = 0
ÐÒÉ j < jk, ÎÏ akjk 6= 0, Á ÐÒÉ k > r akj = 0 ∀j.

÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ, r-ÁÑ ÓÔÕÐÅÎØËÁ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 1 (Ô.Å. jr = n+ 1), ÔÏ ÜÔÏ
ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, Á ÐÒÁ×ÁÑ
ÞÁÓÔØ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ,
ÞÔÏ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, (Ô.Å. ÐÒÉ jr < n + 1) ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÏÞÅÎØ
ÌÅÇËÏ ÏÐÉÓÁÔØ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ "ÕÇÌÙ" ×ÓÅÈ ÓÔÕÐÅÎÅË ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÍÁÔÒÉÃÅ A, Ô.Å.
j1; j2; : : : ; jr ÎÏÍÅÒÁ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ. îÁÚÏ×ÅÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ xj1 ; xj2 ; : : : ; xjr Ó×ÑÚÁÎÎÙÍÉ ÎÅÉÚ-
×ÅÓÔÎÙÍÉ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÎÁÚÏ×ÅÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ. üÔÁ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ ÏÐÒÁ×ÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÍ,
ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÅÒÅÎÅÓÅÍ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ × ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ É ÐÒÉÄÁÄÉÍ
ÜÔÉÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÌÀÂÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÔÏ Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÒÁ-
ÍÅÒÁ 6.2 (ÔÏÞÎÅÅ, ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÅÅ ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÑÚÁÎ-
ÎÙÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ Õ ÎÁÓ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ r ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó r ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ xj1 ; xj2 ; : : : ; xjr , ÇÌÁ×ÎÙÊ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÊ ×ÉÄ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ (akjk) ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ
ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. îÁËÏÎÅÃ, ÌÅÇËÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ: ÄÌÑ ÜÔÏ-
ÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÎÅ ÂÙÌÏ ×Ï×ÓÅ, Ô.Å. ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ
ÞÉÓÌÏ ÓÔÕÐÅÎÅË ÓÏ×ÐÁÄÁÌÏ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ (r = n), É ×ÓÅ ÓÔÕÐÅÎØËÉ (ËÒÏÍÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ) ÉÍÅÌÉ
ÄÌÉÎÕ 1, Ô.Å. ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ j1; j2; : : : ; jr ÓÏ×ÐÁÌÁ Ó 1; 2; : : : ; n.

ðÏÄ×ÅÄÅÍ ÉÔÏÇÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.1. ðÕÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÓÉÓÔÅÍÙ (8.1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ,
Ô.Å. ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r ≤ m ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-
ÓÅÌ j1 < j2 : : : < jr ≤ n + 1, ÞÔÏ ÐÒÉ k ≤ r akj = 0 ÐÒÉ j < jk, ÎÏ akjk 6= 0, Á ÐÒÉ k > r akj = 0 ∀j.
ôÏÇÄÁ
1) óÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ r-ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏ-
ÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, Ô.Å. ËÏÇÄÁ jr < n+ 1.
2) åÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ Ó×Ï-
ÂÏÄÎÙÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ (Ô.Å. ×ÓÅÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ, ËÒÏÍÅ xj1 ; xj2 ; : : : ; xjr).
3) óÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ r = n É jk = k (k = 1; : : : ; n).

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ×ÔÏÒÏÊ
ÞÁÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÒÁÍÅÒÁ 6.2: ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÞÁÓÔÉ 3 ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 8.1 ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ É
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ×ÅÒÈÎÅÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ A × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×-
ÎÏÓÉÌØÎÏ (ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ n × n) ÕÓÌÏ×ÉÀ detA 6= 0, Á ÌÀÂÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 8.1 ÍÏÖÅÔ
ÂÙÔØ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ Ë ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÊ ÅÊ ×ÅÒÈÎÅÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ, ÎÅ ÍÅ-
ÎÑÀÝÉÍÉ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ) ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ.

÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÉÄ É ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏËÁ-
ÚÁÌÉÓØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ r | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ
ÓÔÒÏË × ×ÅÒÈÎÅÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÉÚ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÉÓÔÅÍÙ A ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ (ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ). îÏ ÍÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ
ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏ× (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÍÙ ×ÙÂÉÒÁÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÓÔÒÏÞËÕ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ
ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ × ÐÅÒ×ÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ É ÚÁÔÅÍ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÜÔÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÏÂÎÕÌÑÌÉ ÐÅÒ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×Ï ×ÓÅÈ
ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÏËÁÈ). ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ r ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ ÚÁ×É-
ÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÕÀ ÉÍÅÎÎÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÉÌÉ ÄÌÑ
ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ Ë ×ÅÒÈÎÅÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ×ÉÄÕ, Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ ÓÁÍÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. üÔÏ,
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁË É ÅÓÔØ, ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ r ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÏÄÎÁËÏ ÄÁ×ÁÔØ ÔÏÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅ-
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ÌÅÎÉÅ É ÉÚÕÞÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÁÎÇÁ ÕÄÏÂÎÅÅ × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ
× ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.

9. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. òÁÎÇ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.
îÁÍ ×ÓÔÒÅÞÁÌÏÓØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÉÔÕÁÃÉÊ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÌÉ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÔÉÐÏÍ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÁ (ÓËÁÖÅÍ, ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ). ðÅÒ×ÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ
ÐÏÌÑ K ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉÃ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ
ÐÏÌÑ | × ÒÁÚÄÅÌÅ 4 ÏÂßÑÓÎÑÌÏÓØ, ËÁË ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ É ËÁË ÕÍÎÏÖÁÔØ ÉÈ ÎÁ ÞÉÓÌÁ. ïÔÍÅ-
ÔÉÍ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÊÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ
ÓÔÒÏËÕ (×ÅËÔÏÒ-ÓÔÒÏÞËÉ) ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅÃ (×ÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÃÙ); ÉÍÅÎÎÏ Ó ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÅÊ ÍÙ
ÒÁÂÏÔÁÌÉ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÄÅÌÙ×ÁÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÄ ÓÔÒÏËÁÍÉ (ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ) ÎÅËÏÔÏÒÏÊ
ÍÁÔÒÉÃÙ. éÍÅÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÒÑÄ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R | ÜÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ
ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ðÒÉ
ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ, Á ÔÏÌØËÏ ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ
ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÍÕÓÑ ÐÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÆÕÎË-
ÃÉÉ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÁË, ÍÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÉÌÉ
ÔÏÌØËÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ, ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ.

äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×ÓÅ ÜÔÉ ÐÒÉÍÅÒÙ × ÅÄÉÎÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ, ××ÏÄÉÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÌÉÎÅÊ-
ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.1. ìÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂßÅËÔÏ×,
ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÁ (Ô.Å. ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ K) ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ
×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÐÒÉ×ÙÞÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ.
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