
1. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà

Îñíîâíûå èäåè ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè ïðèøëè èç ãåîìåòðè-
÷åñêîé îïòèêè. Ïîýòîìó ìû ñíà÷àëà îáñóäèì îñíîâíûå ïðèíèöû
ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè, à ïîòîì ñôîðìóëèðóåì àíàëîãè÷íûå ïðèí-
öèïû ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà êàê äâèæåíèå ÷à-

ñòèö � ôîòîíîâ. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè äâèæåòñÿ ôîòîí? Îêàçûâà-
åòñÿ, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òðàåêòîðèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà, èñ-
õîäÿ èç ñëåäóþùåãî ïðèíöèïà, ñôîðìóëèðîâàííîãî Ôåðìà â 1650
ãîäó: ñâåò âûáèðàåò òàêóþ òðàåêòîðèþ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè,
äâèæåíèå ïî êîòîðîé çàíèìàåò ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.
Ïðèíöèïó Ôåðìà ïðåäøåñòâîâàëè êàê ýêñïåðèìåíòàëüíûå, òàê

è òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ äâèæåíèÿ ñâåòà. Î÷åíü ìíîãî áûëî
ñäåëàíî ãðåêàìè. Ïòîëåìåé, îòêàçàâøèñü îò ãðå÷åñêîé òðàäèöèè
èçó÷àòü ÿâëåíèÿ ïðèðîäû óìîçðèòåëüíî è äåäóêòèâíî, ïðîâîäèë
ìíîæåñòâî ýêñïåðèìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, îí îñòàâèë òàáëèöû çàâè-
ñèìîñòè óãëîâ ïðåëîìëåíèÿ îò óãëîâ ïàäåíèÿ. Ãåðîí Àëåêñàíäðèé-
ñêèé ñôîðìóëèðîâàë ïðèíöèï íàèìåíüøåãî ðàññòîÿíèÿ, êîòîðûé
ïðèìåíèì ê îäíîðîäíûì è èçîòðîïíûì ñðåäàì. Ñîãëàñíî ïðèíöè-
ïó Ãåðîíà, ñâåò â òàêèõ ñðåäàõ äîëæåí ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ïî ïðÿ-
ìîé. Íî ýòîò ïðèíöèï íå îáúÿñíÿë ÿâëåíèå ïðåëîìëåíèÿ. Ïðèíöèï
Ôåðìà îáúÿñíÿåò ýôôåêò ïðåëîìëåíèÿ, à òàêæå ìíîæåñòâî äðóãèõ
ýôôåêòîâ.
Íàïðèìåð, äëÿ êîíñòðóêöèè ëèíç äîñòàòî÷íî ïîëüçîâàòüñÿ òîëü-

êî ïðèíöèïîì Ôåðìà. Íà çàêàòå, êîãäà ìû âèäèì ñîëíöå ó ñàìîãî
ãîðèçîíòà, îíî íà ñàìîì äåëå óæå çàøëî, òî åñòü ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþ-
ùàÿ íàñ (íàáëþäàòåëÿ) è ñîëíöå, ïåðåñåêàåò çåìíóþ ïîâåðõíîñòü.
Òî, ÷òî ìû âñå òàêè âèäèì ñîëíöå, ñâÿçàíî ñ èçãèáàíèåì ëó÷åé.
Ëó÷è èçãèáàþòñÿ, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñâîé ïóòü ÷åðåç ïëîòíûå
ñëîè àòìîñôåðû, â êîòîðûõ ñêîðîñòü ñâåòà íèæå. Ñ èçãèáàíèåì
ëó÷åé ñâÿçàíî åùå è òî, ÷òî âèäèìàÿ ôîðìà ñîëíöà íà çàêàòå íå
êðóãëàÿ, à ñïëþñíóòàÿ.
Íà ãîðÿ÷åì àñôàëüòå èëè ãîðÿ÷åì ïåñêå ìîæíî óâèäåòü ìèðàæ.

Ëó÷è êàê áû îòðàæàþòñÿ îò ãîðÿ÷åãî ïîòîêà âîçäóõà. Íà ñàìîì
äåëå, ýòî ÿâëåíèå ìîæíî îáúÿñíèòü ïðè ïîìîùè ïðèíöèïà Ôåðìà:
ëó÷àì âûãîäíî èçãèáàòüñÿ è ïðîõîäèòü ñóùåñòâåííîå ðàññòîÿíèå
÷åðåç ãîðÿ÷èé âîçäóõ, ïîòîìó ÷òî ñêîðîñòü ñâåòà â ãîðÿ÷åì âîçäóõå
áîëüøå, ÷åì â õîëîäíîì.
Ïîñòàðàåìñÿ ôîðìàëèçîâàòü ïðèíöèï Ôåðìà. Ìû ïðåäïîëàãàåì,

÷òî ñêîðîñòü ñâåòà â äàííîé òî÷êå çàâèñèò òîëüêî îò òî÷êè è îò
íàïðàâëåíèÿ, â êîòîðîì äâèæåòñÿ ñâåò (íî íå îò òîãî, ñêàæåì, ãäå
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ðàñïîëîæåí èñòî÷íèê ñâåòà è êàêîâà åãî èíòåíñèâíîñòü). Ñêîðîñòü
ñâåòà â äàííîé ñðåäå òåì ñàìûì ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ôèçè÷å-
ñêèìè ñâîéñòâàìè ñðåäû. Ñðåäà íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíîé, åñëè ñêî-
ðîñòü ñâåòà çàâèñèò òîëüêî îò òî÷êè, íî íå îò íàïðàâëåíèÿ. Áóäåì
ïîëàãàòü äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ñðåäà èçîòðîïíà. Òîãäà ñêîðîñòü ñâåòà
ìîæíî èçîáðàçèòü ôóíêöèåé òî÷êè.
Âîîáùå-òî, ñâåò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,

íî ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïëîñêîñòè. Ïóñòü
v(x, y) � ñêîðîñòü ñâåòà â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè x è y. Òîãäà ñâå-
òîâàÿ òðàåêòîðèÿ ìèíèìèçèðóåò èíòåãðàë

(x1,y1)∫
(x0,y0)

ds

v(x, y)

Ýòîò èíòåãðàë âçÿò ïî êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (x0, y0) è (x1, y1)
(ýòè òî÷êè çàôèêñèðîâàíû), è íàçûâàåòñÿ îïòè÷åñêîé äëèíîé êðè-
âîé. Ïàðàìåòð s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà êðèâîé. Èíòåãðàë
ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê îäíîìåðíûé èíòåãðàë

L∫
0

ds

v(x(s), y(s))
,

ãäå L � äëèíà êðèâîé, à x = x(s), y = y(s) � ïàðàìåòðè÷åñêîå
óðàâíåíèå êðèâîé. Òåì ñàìûì, îïòè÷åñêàÿ äëèíà ÿâëÿåòñÿ ôóíê-
öèåé îò êðèâîé, è îíà îïðåäåëåíà íà âñåõ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ êðè-
âûõ ñ ôèêñèðîâàííûìè êîíöàìè. Ïðèíöèï Ôåðìà óòâåðæäàåò, ÷òî
ñâåò äâèæåòñÿ ïî êðèâîé, íà êîòîðîé ýòà ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ñâîåãî
ìèíèìóìà.
Ïðèíöèï Ôåðìà íóæäàåòñÿ â íåêîòîðûõ óòî÷íåíèÿõ. Íàïðèìåð,

íóæíî äîïóñêàòü íå òîëüêî òàêèå òðàåêòîðèè, âäîëü êîòîðûõ âðå-
ìÿ ïðîõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíî, íî è òðàêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå
ëþáûì êðèòè÷åñêèì òî÷êàì ôóíêöèîíàëà âðåìåíè ïðîõîæäåíèÿ.
Ýòà ìàäèôèêàöèÿ àíàëîãè÷íî òîìó, ÷òî âìåñòî ìèíèìóìà êàêîé-
ëèáî ôóíêöèè îò îäíîé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé ìû ðàññìàòðè-
âàåì òàêîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, ïðè êîòîðîì ïðîèçâîäíàÿ ôóíê-
öèè ðàâíà íóëþ. Òî÷êè ìèíèìóìà ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò,
íî íå òîëüêî îíè.
Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ è èçîòðîïíóþ ñðåäó, òî åñòü òàêóþ ñðå-

äó, â êîòîðîé ñêîðîñòü ñâåòà íå çàâèñèò íè îò òî÷êè, íè îò íàïðàâ-
ëåíèÿ. Òîãäà îïòè÷åñêàÿ äëèíà êðèâîé ïðîïîðöèîíàëüíà îáû÷íîé
åâêëèäîâîé äëèíå êðèâîé. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìèçèðîâàòü âðåìÿ
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� òî æå ñàìîå, ÷òî ìèíèìèçèðîâàòü äëèíó. Ìû çíàåì, êàêèå êðè-
âûå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå èìåþò ìèíèìàëüíóþ äëèíó � ýòî
ïðÿìûå ëèíèèè. Òàêèì îáðàçîì, â îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé ñðåäå
ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà ïðîèñõîäèò âäîëü ïðÿìîëèíåéíûõ ëó÷åé.
Ïðàâäà, ýòè ëó÷è ìîãóò îòðàæàòüñÿ îò ïîâåðõíîñòåé, ÷òî íåïî-

ñðåäñòâåííî íå ñëåäóåò èç ïðèíöèïà Ôåðìà, åñëè ïîíèìàòü åãî áóê-
âàëüíî. Ñêàæåì, åñëè ëó÷ ñâåòà âûáèðàåò ìåæäó òåì, ÷òîáû ïîéòè
ïî ïðÿìîé èëè îòðàçèòüñÿ, ñêàæåì, îò ïîâåðõíîñòè îçåðà, òî, ñî-
ãëàñíî ïðèíöèïó Ôåðìà, îí äîëæåí âûáðàòü ïåðâîå. Â ïðèðîäå æå
âûáèðàþòñÿ îáà âàðèàíòà; õîòÿ âòîðîé âàðèàíò âûáèðàåòñÿ, òàê
ñêàçàòü, ñ ìåíüøèì âåñîì, çàâèñÿùèì îò îòðàæàþùåé ñïîñîáíîñòè
ïîâåðõíîñòè.
Äîïóñòèì, ÷òî ëó÷ äîëæåí îòðàçèòüñÿ îò ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè.

Òî, êàê èìåííî ëó÷ ýòî äåëàåò, îïèñûâàåòñÿ ïðèíöèïîì Ôåðìà. Ðàñ-
ñìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ïëîñêóþ çàäà÷ó. Ëó÷ ñâåòà âûõîäèò èç òî÷-
êè A è îòðàæàåòñÿ îò ïðÿìîé l. Íàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ â òî÷êå B
è âèäèò îòðàæåííûé ñâåò. Ïî êàêîé êðèâîé èäåò ñâåò îò òî÷êè A
äî òî÷êè B?
Ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à:

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå êðèâóþ íàèìåíüøåé äëèíû, ñîåäèíÿþùóþ òî÷-
êè A è B è èìåþùóþ õîòÿ áû îäíó îáùóþ òî÷êó ñ ïðÿìîé l. Ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî A è B íàõîäÿòñÿ ïî îäíó è òó æå ñòîðîíó îò
ïðÿìîé l (èíà÷å çàäà÷à òðèâèàëüíà).

Ýòà çàäà÷à êðàñèâî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì îòðàæåíèÿ, êîòîðûé èíî-
ãäà ïðîõîäÿò â øêîëå íà ãåîìåòðèè. Íî ìîæíî ýòó çàäà÷ó ðåøàòü è
�â ëîá�. Äëÿ ýòîãî íóæíî çàìåòèòü, ÷òî îïòèìàëüíàÿ êðèâàÿ (åñëè
îíà ñóùåñòâóåò) äîëæíà ñîñòîÿòü èç äâóõ ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåç-
êîâ, îäèí èç êîòîðûõ èäåò îò òî÷êè A äî òî÷êè X íà ïðÿìîé l, à
äðóãîé îò òî÷êè X äî òî÷êè B. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåëàñü ê
çàäà÷å ñ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ìîæíî
âçÿòü êîîðäèíàòó òî÷êè X íà ïðÿìîé l. Îáîçíà÷èì ýòó êîîðäèíàòó
÷åðåç u. Áóäåì ïèñàòü X(u) âìåñòî X, èìåÿ â âèäó òî÷êó íà ïðÿ-
ìîé l ñ êîîðäèíàòîé u. Ìû, êîíå÷íî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîîðäèíàòà
u âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè X(u) è
X(u′) ðàâíî |u− u′|.

Çàäà÷à 2. Ïîñ÷èòàéòå ïðîèçâîäíóþ ïî u ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êà-
ìè A è X(u) (âûðàçèòå îòâåò ÷åðåç óãîë ìåæäó îòðåçêîì [A,X(u)]
è ïðÿìîé l).

Ïóñòü α � óãîë ìåæäó îòðåçêîì [A,X(u)] è ïðÿìîé l. Îòâåò â
çàäà÷å òàêîé: ± cosα. Çíàê çàâèñèò îò òîãî, êàêîé èìåííî èç äâóõ
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âîçìîæíûõ óãëîâ ìû ïðèíèìàåì çà α. Òåïåðü, ÷òîáû íàéòè êðàò-
÷àéøèé îòðàæåííûé ëó÷, íàì íóæíî íàéòè ìèíèìóì ñëåäóþùåé
ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé:

f(u) = |AX(u)|+ |X(u)B|,

ãäå |AX| îáîçíà÷àåò åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è X.
Ïðèðàâíÿâ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f ê íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî óãîë
ïàäåíèÿ äîëæåí áûòü ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ.
Ïåðåõîäÿ èç îäíîé îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ñðåäû â äðóãóþ, ëó÷

ïðåëîìëÿåòñÿ. Ýòî ÿâëåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñêîðîñòü ñâåòà ìå-
íÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå èç îäíîé ñðåäû â äðóãóþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
îäíà ñðåäà íàõîäèòñÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, è ñêîðîñòü ñâåòà â
ýòîé ñðåäå ðàâíà c1, à âòîðàÿ ñðåäà íàõîäèòñÿ â íèæíåé ïîëóïëîñ-
êîñòè, è ñêîðîñòü ñâåòà â ýòîé ñðåäå ðàâíà c2. Íàïðèìåð, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ñâåðõó íàõîäèòñÿ âîçäóõ, à ñíèçó âîäà. Ïóñòü l � ãî-
ðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ, ðàçäåëÿþùàÿ äâå íàøè ñðåäû. Êàê è ðàíü-
øå, îáîçíà÷èì ÷åðåç X(u) òî÷êó íà ïðÿìîé l, êîîðäèíàòà êîòîðîé
ðàâíà u.
Äîïóñòèì, ÷òî ëó÷ ñâåòà ïûòàåòñÿ ïîïàñòü èç òî÷êè A â òî÷êó

B, ïðè÷åì ïåðâàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ â âîçäóõå, à âòîðàÿ � â âîäå.
Ïîíÿòíî, ÷òî ñíà÷àëà ëó÷ ïî ïðÿìîëèíåéíîìó îòðåçêó ïîéäåò èç
òî÷êè A â êàêóþ-òî òî÷êó ïðÿìîé l, à ïîòîì èç ýòîé òî÷êå â òî÷-
êó B, îïÿòü ïî ïðÿìîëèíåéíîìó îòðåçêó. Ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å
ìèíèìèçàöèè ñëåäóþùåé ôóíêöèè:

f(u) =
|AX(u)|

c1
+

|X(u)B|
c2

.

Ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f ê íóëþ, ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùåå óðàâíåíèå:

cosα1

c1
=

cosα2

c2
.

Çäåñü α1 � ýòî óãîë ìåæäó îòðåçêîì [A,X(u)] è ïðÿìîé l, à α2 �
óãîë ìåæäó ïðÿìîé l è îòðåçêîì [X(u), B]. Óãëû âûáèðàþòñÿ òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ëèáî îáà óãëà îñòðûå, ëèáî îáà óãëà òóïûå. Ìû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî îáà óãëà îñòðûå.
Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó cosα1 è cosα2 íàçûâàåòñÿ çà-

êîíîì Ñíåëëà. Ýòîò çàêîí ïîëó÷èë Ñíåëë (âàðèàíò: Ñíåëëèóñ) â
1621 ãîäó. Âèëëåáðîðä Ñíåëë � ãîëëàíäñêèé ìàòåìàòèê, ôèçèê è
àñòðîíîì. Öèòèðóþ âèêèïåäèþ:

Ðîäèëñÿ â Ëåéäåíå â ñåìüå ïðîôåññîðà ìàòåìàòèêè. Â 1613 ãîäó ñòàë ïðååì-

íèêîì îòöà íà äîëæíîñòè ïðîôåññîðà Ëåéäåíñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ïðåäëîæèë
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èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ïðè ïðîâåäåíèè ãåîäåçè÷åñêèõ èç-

ìåðåíèé, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî íàøåë ðåøåíèå çàäà÷è Ïîòåíîòà. Â åãî ðàáîòå

�Eratosthenes Batavus� (�Ãîëëàíäñêèé Ýðàòîñôåí�), îïóáëèêîâàííîé â 1617 ãî-

äó, îïèñûâàëñÿ ìåòîä òðèàíãóëÿöèè è ïðèâîäèëèñü ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ìåæ-

äó ãîðîäàìè Áåðãåí-Îï-Çîìîì è Àëêìàðîì äóãè ìåðèäèàíà 1◦11'30". Â 1621

ãîäó îòêðûë çàêîí ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà. Îäíàêî ðåçóëüòàòû ìíîãî÷èñëåííûõ

ýêñïåðèìåíòîâ ïî îïòèêå îïóáëèêîâàíû íå áûëè. Ïîçæå îíè áûëè îáíàðóæå-

íû â àðõèâàõ Ðåíå Äåêàðòîì, êîòîðûé èñïîëüçîâàë èõ ïðè íàïèñàíèè ñâîèõ

�Íà÷àë ôèëîñîôèè��.

Ñëåäóþùåå íåôîðìàëüíîå ðàññóæäåíèå ïîçâîëÿåò îáîáùèòü çà-
íîê Ñíåëëà íà ñëó÷àé èçîòðîïíîé ñðåäû, â êîòîðîé ñêîðîñòü ñâåòà
(êàê ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ òî÷êè) çàâèñèò òîëüêî îò y-êîîðäèíàòû.
Ñíà÷àëà ïðåäñòàâèì ñåáå ñðåäó, ñîñòîÿùóþ èç áîëüøîãî ÷èñëà ãî-
ðèçîíòàëüíûõ ñëîåâ. Êàæäûé ñëîé çàêëþ÷åí ìåæäó äâóìÿ ïàðàë-
ëåëüíûìè ãîðèçîíòàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè (òî÷íåå, åñëè ìû äóìà-
åì ïðî ïëîñêîñòü, ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ãîðèçîíòàëüíûìè
ïðÿìûìè). Äîïóñòèì, ÷òî âíóòðè êàæäîãî ñëîÿ ñðåäà îäíîðîäíàÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ci ñêîðîñòü ñâåòà â i-îì ñëîå. Òîãäà çàêîí Ñíåëëà
ãîâîðèò î òîì, ÷òî âåëè÷èíà

cosαi

ci

ïîñòîÿííà (òî åñòü íå çàâèñèò îò i). Òåïåðü áóäåì äåëàòü ñëîè âñå
òîíüøå è òîíüøå. Ëþáàÿ èçîòðîïíàÿ ñðåäà, â êîòîðîé ñêîðîñòü ñâå-
òà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé v(y) îäíîé òîëüêî êîîðäèíàòû y,
ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî òî÷íî ïðèáëèæåíà ñðåäîé ñîñòîÿùåé èç
êîíå÷íîãî, íî î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà òîíêèõ ãîðèçîíòàëüíûõ ñëî-
åâ. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó (ìû çäåñü äîïóñêàåì ôèçè÷åñêèé óðîâåíü
ñòðîãîñòè, è íå îáîñíîâûâàåì çàêîííîñòü ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà),
ïîëó÷àåì, ÷òî

cosα(t)

v(y(t))
= const

âäîëü ëþáîãî ñâåòîâîãî ëó÷à (òî åñòü âåëè÷èíà, íàïèñàííàÿ â ëå-
âîé ÷àñòè, íå çàâèñèò îò t). Çäåñü t � ëþáîé ïàðàìåòð íà ñâåòîâîì
ëó÷å (íàïðèìåð, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x(t) è y(t) � ýòî êîîðäèíàòû
ôîòîíà â ìîìåíò âðåìåíè t). Óãîë α(t) � ýòî óãîë ìåæäó ñâåòîâûì
ëó÷îì è ãîðèçîíòàëüíûì íàïðàâëåíèåì â òî÷êå (x(t), y(t)). Ìû áó-
äåì íàçûâàòü ïîëó÷åííûé çàêîí îáîáùåííûì çàêîíîì Ñíåëëà.
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Îáîáùåííûé çàêîí Ñíåëëà ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå íà òðàåêòîðèþ. Îáîçíà÷èì

κ =
cosα(t)

v(y(t))
.

Ýòà âåëè÷èíà íå çàâèñèò îò t ïî îáîáùåííîìó çàêîíó Ñíåëëà. Äî-
ïóñòèì, ÷òî òðàåêòîðèÿ ñâåòîâîãî ëó÷à ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íåêîòî-
ðîé ôóíêöèè y = y(x). Òîãäà ìîæíî âçÿòü x âìåñòî ïàðàìåòðà t íà
ñâåòîâîì ëó÷å. Óãîë α(x), ò.å. óãîë íàêëîíà ñâåòîâîãî ëó÷à (ïî îò-
íîøåíèþ ê ãîðèçîíòàëüíîìó íàïðàâëåíèþ) ñâÿçàí ñ ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè y(x). Èìåííî, êàê ìû çíàåì, ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà òàíãåíñó
óãëà íàêëîíà. Òàíãåíñ è êîñèíóñ ñâÿçàíû ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

1 + tg2 α =
1

cos2 α
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå íà ñâåòîâûå ëó÷è:

dy

dx
=

√
1− κ2v2(y)

κv(y)
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò y. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

2. Ñåìèíàð: ïðèíöèï Ôåðìà

Îäíî èç ñàìûõ èíòåðåñíûõ ïðèìåíåíèé îáîáùåííîãî çàêîíà
Ñíåëëà � çàäà÷à î áðàõèñòîõðîíå. Äàíî äâå òî÷êè A è B, ïðè-
÷åì òî÷êà B íàõîäèòñÿ íèæå òî÷êè A, íî íå îáÿçàòåëüíî íà òîé æå
ñàìîé âåðòèêàëè. Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå êðèâûå, ñîåäèíÿþùèå A ñ
B. Ïðåäñòàâèì ñåáå òî÷êó, ñêîëüçÿùóþ áåç òðåíèÿ âäîëü ýòèõ êðè-
âûõ. Áðàõèñòîõðîíà � ýòî òàêàÿ êðèâàÿ, âðåìÿ ñêîëüæåíèÿ âäîëü
êîòîðîé ìèíèìàëüíî. Âñå ñêîëüæåíèÿ, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâà-
åì, íà÷èíàþòñÿ â òî÷êå A è çàêàí÷èâàþòñÿ â òî÷êå B; íà÷àëüíàÿ
ñêîðîñòü âñåãäà íóëåâàÿ (òî åñòü ìû íå ïîäòàëêèâàåì ñêîëüçÿùèå
÷àñòèöû).
Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ áðàõèñòîõðîíû ìîæåò áûòü ôîðìàëüíî ñâå-

äåíà ê çàäà÷å ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè. Â ñàìîì äåëå, âðåìÿ ñêîëü-
æåíèÿ âäîëü êðèâîé ðàâíî èíòåãðàëó∫

ds

v
,

âçÿòîìó âäîëü ýòîé êðèâîé. Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî ñêîðîñòü v ñêîëü-
æåíèÿ òî÷êè çàâèñèò òîëüêî îò òî÷êè, íî íå îò êðèâîé, òî çàäà÷à
ñâåäåòñÿ ê ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå.
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Ñêîðîñòü v ìîæåò áûòü íàéäåíà èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

mv2

2
−mgy = 0.

(Ìû íàïðàâèì îñü y âíèç, ïîýòîìó ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ óáûâàåò
ñ ðîñòîì y, îòñþäà çíàê ìèíóñ. Ìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òî÷êà
A íàõîäèòñÿ íà âûñîòå 0, ïîýòîìó ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà
mv2/2. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñêîëüçÿùàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ íà âûñîòå
0, è åå ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà íóëþ.)
Íàõîäèì

v =
√

2gy.

Òàêèì îáðàçîì, v äåéñòâèòåëüíî çàâèñèò îò òî÷êè. Áîëåå òîãî, v
çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàòû y. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðèìåíèòü
îáîáùåííûé çàêîí Ñíåëëà.
Ìû óæå âûÿñíèëè, ÷òî îáîáùåííûé çàêîí Ñíåëëà ïåðåïèñûâàåò-

ñÿ êàê äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà ñâåòîâûå òðàåêòîðèè ñ ðàç-
äåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ïðè ýòîì ñâåòîâûå òðàåêòîðèè èùóò-
ñÿ êàê ãðàôèêè ôóíêöèé y = y(x). Â íàøåì ñëó÷àå, äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå èìååò âèä

dy

dx
=

√
1− 2gκ2y

κ
√
2gy

.

Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì:∫ √
2gydy√

1− 2gκ2y
=

∫
dx

κ
.

×òîáû âû÷èñëèòü èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè, óäîáíî ñäåëàòü ñëåäóþ-
ùóþ çàìåíó ïåðåìåííîé:

2gκ2y = sin2 ϕ

(ñòàðàÿ ïåðåìåííàÿ y, íîâàÿ ïåðåìåííàÿ ϕ; ýòè ïåðåìåííûå âûðà-
æàþòñÿ îäíà ÷åðåç äðóãóþ èç óðàâíåíèÿ, âûïèñàííîãî âûøå). Èí-
òåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì:

ϕ

2
− sin 2ϕ

4
= gκ2x+ C.

Çàìåíèì 2ϕ íà ϕ (ýòî ïðîñòî èçìåíåíèå ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé),
x íà 4gκ2x è y íà 4gκ2y (ýòî ãîìîòåòèÿ, ò.å. èçìåíåíèå åäèíèöû
äëèíû). Ïîëó÷àåì:

x = ϕ− sinϕ+ const, y = 1− cosϕ.

Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò öèêëîèäó, òî åñòü
òðàåêòîðèþ òî÷êè, ïðèêðåïëåííîé ê êîëåñó, êîòîðîå ðàâíîìåðíî è
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áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ êàòèòñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé. Òî÷íåå,
ìû ïîëó÷èëè òðàåêòîðèþ òî÷êè íà êîëåñå, îòðàæåííóþ îòíîñè-
òåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé.
Öèêëîèäà � ïåðèîäè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñ ñ÷åòíûì ÷èñëîì êàñïîâ

(êëþâîâ). Áðàõèñòîõðîíà � ýòî ÷àñòü öèêëîèäû, íà÷èíàþùàÿñÿ â
êàñïå è çàêàí÷èâàþùàÿñÿ íå ïîçæå áëèæàéøåãî ìèíèìóìà.

Çàäà÷à 3. Ðàññìîòðèì èçîòðîïíóþ ñðåäó, çàíèìàþùóþ âåðõíþþ
ïîëóïëîñêîñòü y > 0, ñêîðîñòü ñâåòà â êîòîðîé âûðàæàåòñÿ ôîðìó-
ëîé v(x, y) = y. Íàéäèòå ôîðìó ñâåòîâûõ ëó÷åé â ýòîé ñðåäå.

Çàäà÷à 4. Ðàññìîòðèì èçîòðîïíóþ ñðåäó, çàíèìàþùóþ âíóòðåí-
íîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà, ñêîðîñòü ñâåòà â êîòîðîé âûðàæàåòñÿ ôîð-
ìóëîé v(x, y) = 1− x2 − y2. Íàéäèòå ôîðìó ñâåòîâûõ ëó÷åé â ýòîé
ñðåäå.

Îáîáùåííûé çàêîí Ñíåëëà ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü äëÿ íà-
õîæäåíèÿ ôîðìû öåïíîé ëèíèè. Ýòó ôîðìó ïðèíèìàåò òîíêàÿ öå-
ïî÷êà, ñâîáîäíî âèñÿùàÿ ìåæäó äâóìÿ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè.
Áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî êîíöû öåïî÷êè çàêðåïëå-
íû íà îäíîé è òîé æå âûñîòå. Îðèåíòèðóåì îñü y âíèç, è âûáåðåì
íà÷àëî êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû çàêðåïëåííûå êîíöû îêàçàëèñü íà
âûñîòå 0.
Öåïî÷êà ïûòàåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ïîëíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåð-

ãèþ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàññà öåïî÷êè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà
ïî åå äëèíå. Òîãäà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìàëåíüêîãî ó÷àñòêà öå-
ïî÷êè äëèíû ∆s ïðèìåðíî ðàâíà −y∆s, ãäå −y � âûñîòà ýòîãî
ó÷àñòêà (ìû ñ÷èòàåì ïëîòíîñòü ðàâíîé åäèíèöå). Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ öåïî÷êè âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì

U = −
∫

y ds.

Îäíàêî öåïî÷êà íå ìîæåò ìåíÿòü äëèíû. Ïîýòîìó èíòåãðàë ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü ïðè óñëîâèè ïîñòîÿíñòâà
äëèíû, ò.å. ∫

ds = L,

ãäå L � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà.
Òàêèì îáðàçîì, ìû îáñóæäàåì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ óñëîâíîãî

ýêñòðåìóìà. Ê ýòîé çàäà÷å ìîæíî ïðèìåíèòü ïðèíöèï ìíîæèòå-
ëåé Ëàãðàíæà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà íåêîòîðîé
ôóíêöèè f (îïðåäåëåííîé, â íàøåì ñëó÷àå, íà áåñêîíå÷íîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå êðèâûõ) ïðè óñëîâèè g = 0, ìû äåëàåì âèä, ÷òî ïûòà-
åìñÿ íàéòè áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè f + λg (òî åñòü èùåì
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êðèòè÷åñêèå òî÷êè ýòîé ôóíêöèè). Çäåñü λ � êîíñòàíòà, íàçûâà-
åìàÿ ìíîæèòåëåì Ëàãðàíæà. Ïîñëå òîãî, êàê êðèòè÷åñêèå òî÷êè
ôóíêöèè f + λg íàéäåíû, çíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ λ äëÿ ýòèõ òî÷åê
íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ g = 0.
Â íàøåì ñëó÷àå, ìû äîëæíû ïðèòâîðèòüñÿ, ÷òî ïûòàåìñÿ ìèíè-

ìèçèðîâàòü èíòåãðàë ∫
γ

(−y + λ)ds

ïî âñåì êðèâûì γ ñ äàííîé ïàðîé çàêðåïëåíûõ êîíöîâ. Ýêñòðåìóì
ýòîãî èíòåãðàëà ìîæíî íàéòè èç îáîáùåííîãî çàêîíà Ñíåëëà: ñàì
èíòåãðàë èìååò âèä èíòåãðàëà îïòè÷åñêîé äëèíû ïóòè äëÿ èçîòðîï-
íîé ñðåäû, â êîòîðîé ñêîðîñòü ñâåòà çàïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

v(y) =
1

λ− y
.

Êàê ìû âèäèì, ñêîðîñòü ñâåòà çàâèñèò òîëüêî îò y. Èç îáîáùåííîãî
çàêîíà Ñíåëëà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dy

dx
=

√
(λ− y)2

κ2
− 1,

èëè, ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå,

dy√
(λ− y)2 − κ2

=
dx

κ
.

Ââåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ λ − y = κ chϕ (ñòàðàÿ ïåðåìåííàÿ y,
íîâàÿ ïåðåìåííàÿ ϕ). Èíòåãðèðóÿ ïðè ïîìîùè ýòîé çàìåíû, ïîëó-
÷àåì:

y = λ− κ ch

(
x− x0

κ

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî àôôèííîé çàìåíû êîîðäèíàò, öåï-
íàÿ ëèíèÿ � ýòî ãðàôèê ôóíêöèè ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ.

Çàäà÷à 5. Ðàññìîòðèì èçîòðîïíóþ ñðåäó, çàíèìàþùóþ âåðõíþþ
ïîëóïëîñêîñòü y > 0, ñêîðîñòü ñâåòà â êîòîðîé âûðàæàåòñÿ ôîðìó-
ëîé v(x, y) = y. Íàéäèòå ôîðìó ñâåòîâûõ ëó÷åé â ýòîé ñðåäå.

Çàäà÷à 6. Ðàññìîòðèì èçîòðîïíóþ ñðåäó, çàíèìàþùóþ âíóòðåí-
íîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà, ñêîðîñòü ñâåòà â êîòîðîé âûðàæàåòñÿ ôîð-
ìóëîé v(x, y) = 1− x2 − y2. Íàéäèòå ôîðìó ñâåòîâûõ ëó÷åé â ýòîé
ñðåäå.
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3. Ëåêöèÿ: ïðèíöèï Ãþéãåíñà

Ìû ïîêà çàíèìàëèñü èçó÷åíèåì òðàåêòîðèé îòäåëüíîãî ôîòîíà.
Îäíàêî èíòåðåñíî òàêæå èìåòü îïèñàíèå äâèæåíèÿ ïó÷êà ôîòîíîâ,
èëè ñâåòîâîãî ïÿòíà. Îáû÷íî ôîòîíîâ î÷åíü ìíîãî. Íàñòîëüêî ìíî-
ãî, ÷òî íåâîçìîæíî ñëåäèòü çà îòäåëüíûìè ôîòîíàìè. Íî ìîæíî
ñìîòðåòü, êàê ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñâåòîâîå ïÿòíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîòîíû âûëåòàþò èç òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, è

ëåòÿò âî âñåõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Êàêîâà áóäåò ôîðìà ñâåòî-
âîãî ïÿòíà çà âðåìÿ t? Îáîçíà÷èì ýòî ñâåòîâîå ïÿòíî ÷åðåçX(x0, t),
ãäå x0 � ïîëîæåíèå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà. Áîëåå òî÷íî, X(x0, t) �
ýòî ìíîæåñòâî òåõ òî÷åê, â êîòîðûå ñâåò ìîæåò ïîïàñòü çà âðåìÿ
≤ t. Â îòëè÷èå îò ïðîøëîé ëåêöèè, ìû ñåé÷àñ íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
ñðåäà èçîòðîïíà. Ñðåäà ìîæåò áûòü íåîäíîðîäíà è íåèçîòðîïíà.
Ïðèíöèï Ãþéãåíñà îïèñûâàåò çàêîí èçìåíåíèÿ ñâåòîâîãî ïÿòíà

X(x0, t). Ìàòåìàòè÷åñêè, ýòîò ïðèíöèï ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþ-
ùåé êîðîòêîé ôîðìóëîé:

X(x0, t) =
∪

x1∈X(x0,t1)

X(x1, t2)

äëÿ âñÿêîãî ðàçëîæåíèÿ t = t1+ t2 âðåìåííîãî èíòåðâàëà t â ñóììó
äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ. Ñëîâàìè ýòà ôîð-
ìóëà îïèñûâàåòñÿ òàê. Ðàññìîòðèì ñâåòîâîå ïÿòíî çà âðåìÿ t1. Ïî-
ìåñòèì â êàæäóþ òî÷êó ýòîãî ñâåòîâîãî ïÿòíà âîîáðàæàåìûé èñ-
òî÷íèê ñâåòà, è äàäèì âñåì ýòèì èñòî÷íèêàì ñâåòèòü â òå÷åíèå
âðåìåíè t2. Ïîëó÷èòñÿ ìíîãî âòîðè÷íûõ ñâåòîâûõ ïÿòåí. Íóæíî
âçÿòü îáúåäèíåíèå âñåõ ýòèõ âòîðè÷íûõ ñâåòîâûõ ïÿòåí, ÷òîáû ïî-
ëó÷èòü ñâåòîâîå ïÿòíî çà âðåìÿ t. Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåí-
ñòâà, âûðàæàþùåãî ïðèíöèï Ãþéãåíñà, âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìíîæåñòâî
X(x0, t1). Äåëî â òîì, ÷òî x1 îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæèò ñâåòîâîìó
ïÿòíó X(x1, t2).
Äîêàæåì ïðèíöèï Ãþéãåíñà. Ïóñòü x âçÿòî èç ëåâîé ÷àñòè ïðèí-

öèïà Ãþéãåíñà, òî åñòü x ∈ X(x0, t). Ñâåò ìîæåò äîéòè îò òî÷êè x0

äî òî÷êè x çà âðåìÿ s ≤ t. Åñëè s ≤ t1, òî òî÷êà x ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó X(x0, t1), êîòîðîå, êàê ìû âèäåëè, ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæå-
ñòâîì ïðàâîé ÷àñòè. Åñëè æå s > t1, òî s = t1 + s2, ãäå s2 ≤ t2.
Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ ôîòîíà, èäóùåãî îò x0 ê x. Çà âðåìÿ t1,
ôîòîí äîõîäèò äî íåêîòîðîé òî÷êè x1 ∈ X(x0, t1), à çàòåì çà âðåìÿ
s2 ≤ t2 îí äîõîäèò äî òî÷êè x, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî x ∈ X(x1, t2).
Ñëåäîâàòåëüíî, x ëåæèò â ïðàâîé ÷àñòè.
Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî x ëåæèò â ïðàâîé ÷àñòè ïðèíöèïà Ãþé-

ãåíñà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â x ìîæíî ïîïàñòü, ñíà÷àëà ïðîéäÿ âäîëü
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èñòèííîé ñâåòîâîé òðàåêòîðèè îò òî÷êè x0 äî íåêîòîðîé òî÷êè
x1 ∈ X(x0, t1), à ïîòîì ïðîéäÿ âäîëü èñòèííîé ñâåòîâîé òðàåêòîðèè
îò òî÷êè x1 äî òî÷êè x ∈ X(x1, t2). Ìû çíàåì, ÷òî âðåìÿ äâèæå-
íèå ïî ïåðâîé èç äâóõ òðàåêòîðèé íå ïðåâûøàåò t1, à âðåìÿ äâè-
æåíèÿ ïî âòîðîé òðàåêòîðèè íå ïðåâûøàåò t2. Îáúåäèíåíèå äâóõ
ðàññìàòðèâàåìûõ èñòèííûõ ñâåòîâûõ òðàåêòîðèé ìîæåò è íå áûòü
èñòèííîé ñâåòîâîé òðàåêòîðèåé. Îäíàêî ýòî îáúåäèíåíèå ÿâëÿåò-
ñÿ íåêîòîðîé êðèâîé, âäîëü êîòîðîé ñâåò ìîæåò ïðîéòè çà âðåìÿ
t èëè ìåíüøå. Çíà÷èò, íà ïðîõîæäåíèå ñâåòà îò x0 äî x ïî èñòèí-
íîé ñâåòîâîé òðàåêòîðèè ïîíàäîáèòñÿ âðåìÿ ≤ t (ýòî âûòåêàåò èç
ïðèíöèïà Ôåðìà).
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ, íî íåèçîòðîïíóþ, ñðåäó. Â

òàêîé ñðåäå, âñå ñâåòîâûå ïÿòíà çà âðåìÿ t îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïàðàë-
ëåëüíûì ïåðåíîñîì. Ïîýòîìó åñòü òàêàÿ ôèãóðà X(t), çàâèñÿùàÿ
òîëüêî îò t, ÷òî

X(x0, t) = x0 +X(t)

äëÿ âñÿêîé òî÷êè x0. Çäåñü x0 +X îçíà÷àåò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ
ìíîæåñòâà X íà âåêòîð x0, òî åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê x0 + x, x ∈
X. Ñóììà Ìèíêîâñêîãî äâóõ ìíîæåñòâ A, B ⊂ Rn îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}.
Íàïðèìåð, åñëè B � øàð ðàäèóñà ε > 0 ñ öåíòðîì â íóëå, òî A+B
åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ε-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà A.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü A � ýòî îáúåäèíåíèå äâóõ îòðåçêîâ íà
ïëîñêîñòè

[(0, 0), (1, 0)] ∪ [(0, 0), (0, 1)].

Íàðèñóéòå ìíîæåñòâà 2A, 3A, 4A.

Âåðíåìñÿ ê îáñóæäåíèþ îäíîðîäíîé íåèçîòðîïíîé ñðåäû. Ìû
âûÿñíèëè, ÷òî òàêàÿ ñðåäà õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíîé ôóíêöèåé X(t),
ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ â ïîäìíîæåñòâàõ ïðîñòðàíñòâà Rn. Ïðèí-
öèï Ãþéãåíñà ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê ñëåäóþùåå ôóíêöèîíàëüíîå
óðàâíåíèå:

X(t1 + t2) = X(t1) +X(t2)

äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ t1 è t2. Èíòåðåñíî íàéòè âñå ðåøåíèÿ
ýòîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè X(t). Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî
X(t) çàâèñèò îò t â íåêîòîðîì ñìûñëå íåïðåðûâíî. Çàìåòèì, ÷òî
ôóíêöèÿ t 7→ tA ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íàøåãî óðàâíåíèÿ òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî A âûïóêëî (äîêàæèòå).
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Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ îáùåé (ò.å., âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîðîä-
íîé è íåèçîòðîïíîé) ñðåäû. Ñëåäóÿ Ãàìèëüòîíó, îïðåäåëèì ôóíê-
öèþ

W (x0, x) = inf{t | x ∈ X(x0, t)}.
Äðóãèìè ñëîâàìè, W (x0, x) � ýòî ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, çà êîòîðîå
ñâåò äîõîäèò îò òî÷êè x0 ê òî÷êå x. Åñëè ïðèíöèï Ôåðìà âåðåí
áóêâàëüíî, òî ýòî ïðîñòî âðåìÿ, çà êîòîðîå ñâåò äîõîäèò îò x0 äî x,
è îíî àâòîìàòè÷åñêè ìèíèìàëüíî. Â ðåàëüíîñòè ýòî óòâåðæäåíèå
âåðíî, âîîáùå ãîâîðÿ, òîëüêî åñëè òî÷êè x0 è x äîñòàòî÷íî áëèçêè.
Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî X(x0, t) ìîæíî îïðåäåëèòü íåðàâåíñòâîì

W (x0, x) ≤ t.

Ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì W (x0, x) = t ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì t, íàçûâàåòñÿ ñâåòîâûì ôðîíòîì. Ïðèíöèï Ãþéãåíñà ÷àñòî
ôîðìóëèðóþò äëÿ ñâåòîâûõ ôðîíòîâ, à íå äëÿ ñâåòîâûõ ïÿòåí. Â
ýòîì ñëó÷àå, íóæíî ãîâîðèòü îá îãèáàþùåé ñâåòîâûõ ôðîíòîâ.
Èíäèêàòðèñîé I(x0) (äàííîé ñïëîøíîé ñðåäû) â òî÷êå x0 íà-

çûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå âñåõ âåêòîðîâ (ìû ðàññìàòðèâàåì âåêòîðû
êàê îðèåíòèðîâàííûå îòðåçêè; èìååòñÿ â âèäó îáúåäèíåíèå ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ îòðåçêîâ) v⃗, êîòîðûå ìîãóò ñëóæèòü âåêòîðîì ñêîðîñòè
ôîòîíà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó x0. Â êàæäîì íàïðàâëåíèè âû-
õîäèò ðîâíî îäèí òàêîé âåêòîð. Íàïðèìåð, åñëè ñðåäà èçîòðîïíà,
òî èíäèêàòðèñà ÿâëÿåòñÿ øàðîì. Â îáùåì ñëó÷àå ìû áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî èíäèêàòðèñà îãðàíè÷åíà ãëàäêîé âûïóêëîé ïîâåðõ-
íîñòüþ.

Òåîðåìà 1. Ðàññìîòðèì ñâåòîâîé ëó÷, âûõîäÿùèé èç òî÷êè x0 è
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó x. Ðàññìîòðèì òàêæå ñâåòîâîé ôðîíò
Γ = {x ∈ Rn | W (x0, x) = t}, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó x. Ïóñòü v⃗
� âåêòîð ñêîðîñòè ñâåòà â òî÷êå x, êàñàòåëüíûé ê äàííîìó ñâå-
òîâîìó ëó÷ó. Òîãäà êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ê èíäèêàòðèñå
I(x) â òî÷êå v⃗ ∈ ∂I(x) ïàðàëëåëüíà êàñàòåëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè
ê ñâåòîâîìó ôðîíòó â òî÷êå x.

Ýòà òåîðåìà î÷åâèäíà â ñëó÷àå, êîãäà ñâåòîâîé ôðîíò ÿâëÿåòñÿ
ïëîñêîñòüþ. Â îáùåì ñëó÷àå, ãëàäêèé ñâåòîâîé ôðîíò äîñòàòî÷íî
õîðîøî ïðèáëèæàåòñÿ ïëîñêîñòüþ îêîëî êàæäîé ñâîåé òî÷êè. Ìû
íå áóäåì äàâàòü áîëåå ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà ñôîðìóëèðî-
âàííîé òåîðåìû (÷òîáû áûëî ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî, íóæíî
åùå è ôîðìóëèðîâêó óòî÷íèòü), íî èíòóèòèâíî ýòî äîëæíî áûòü
ÿñíî (åñëè íå ÿñíî, ïîïðîáóéòå ïîðèñîâàòü êàðòèíêè).
Â çàêëþ÷åíèå, îáóäèì çàäà÷ó èç ñîâñåì äðóãîé îáëàñòè, äëÿ ðå-

øåíèÿ êîòîðîé îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè èäåè èç ãåîìåòðè÷åñêîé
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îïòèêè. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû â äàííîì ãðàôå íàéòè êðàò-
÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè. Ðàññòîÿíèå ìåæäó
âåðøèíàìè � ýòî äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè ïî ðåáðàì èç îäíîé âåð-
øèíû â äðóãóþ, à äëèíà ïóòè ïî ðåáðàì � ýòî ïðîñòî êîëè÷åñòâî
ïðîéäåííûõ ðåáåð. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè â ãðàôå
èìååò áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Íàïðèìåð, íà ñàéòå íåìåö-
êîé æåëåçíîäîðîæíîé êîìïàíèè Deutsche Bahn ìîæíî íàéòè, êàê
ïðîåõàòü îò îäíîé æåëåçíîäîðîæíîé ñòàíöèè äî äðóãîé ñ íàèìåíü-
øèì ÷èñëîì ïåðåñàäîê (åñòü åùå îïòèìèçàöèÿ ïî âðåìåíè). Ïðè
ýòîì ñèñòåìà ðàñïîçíàåò âñå ñòàíöèè, âêëþ÷àÿ îñòàíîâêè ìåñòíûõ
ýëåêòðè÷åê è äàæå îñòàíîâêè ãîðîäñêîãî òðàíñïîðòà â êðóïíûõ ãî-
ðîäàõ, ïðè òîì íå òîëüêî â Ãåðìàíèè, à ïî âñåé Åâðîïå. Èíîãäà ìè-
íèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïåðåñàäîê îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì 7 (íàïðèìåð,
îò îñòàíîâêè ãîëëàíäñêîé ýëåêòðè÷êè äî îñòàíîâêè ìåñòíîé ýëåê-
òè÷êè ãäå-íèáóäü â Øâàðöâàëüäå íà þãå Ãåðìàíèè). ×òîáû íàéòè
ìàðøðóò ñ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ïåðåñàäîê, ñèñòåìà ðåøà-
åò çàäà÷ó î êðàò÷àéøåì ïóòè â ãðàôå. Â êàêîì èìåííî ãðàôå? �
óïðàæíåíèå.
Äîïóñòèì, ìû õîòèì íàéòè êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x

íåêîòîðîãî ãðàôà äî äðóãîé òî÷êè y. Ïèøåì â òî÷êå x ÷èñëî 0. Âî
âñåõ ñîñåäíèõ òî÷êàõ, â êîòîðûõ åùå íè÷åãî íå íàïèñàíî, ïèøåì
1. Äëÿ êàæäîé òî÷êè, ïîìå÷åííîé ÷èñëîì 1, ïðîâîäèì àíàëîãè÷-
íóþ ïðîöåäóðó: âî âñåõ ñîñåäíèõ òî÷êàõ, â êîòîðûõ åùå íè÷åãî íå
íàïèñàíî, ïèøåì 2 è ò.ä. Ðàíî èëè ïîçäíî, â òî÷êå y îêàæåòñÿ íåêî-
òîðîå ÷èñëî. Ýòî ÷èñëî è åñòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî òî÷êè y.
Î÷åâèäíà àíàëîãèÿ îïèñàííîãî ïðîöåññà ñ ïðîöåññîì ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ ñâåòîâîãî ôðîíòà.

4. Ñåìèíàð: ïðèíöèï Ãþéãåíñà

Çàäà÷à 7. Ïóñòü A ⊂ Rn � ïîäìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîò-
íîøåíèþ A+A = 2A. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A çàìêíóòî èëè îòêðûòî,
òî A âûïóêëî.

Çàäà÷à 8. Ðàññìîòðèì èçîòðîïíóþ ñðåäó, çàíèìàþùóþ ïëîñêîñòü
R2. Ïóñòü v(x, y) îáîçíà÷àåò (ñêàëÿðíóþ) ñêîðîñòü ñâåòà â òî÷êå
(x, y). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ W (x0, y0, x, y), ðàâíóþ ìèíèìàëüíîìó
âðåìåíè, êîòîðîå ñâåò ìîæåò ïîòðàòèòü íà ïðîõîæäåíèå îò òî÷êè
(x0, y0) äî òî÷êè (x, y). Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè ñâåòà â òî÷-
êå (x, y) ïðîïîðöèîíàëåí âåêòîðó ñ êîîðäèíàòàìè ∂W

∂x
(x0, y0, x, y),

∂W
∂y

(x0, y0, x, y). Íàéäèòå êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.
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Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè ∂W
∂x

(x0, y0, x, y) è
∂W
∂y

(x0, y0, x, y) � ýòî âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ñâåòîâîìó ôðîíòó

â òî÷êå (x, y) (èìååòñÿ â âèäó ñâåòîâîé ôðîíò, âûïóùåííûé èç
òî÷êè (x0, y0) è ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó (x, y)). Ýòî âûòåêàåò èç
ñëåäóþùåãî îáùåãî óòâåðæäåíèÿ: âåêòîð (∂f

∂x
, ∂f
∂y
) ïåðïåíäèêóëÿðåí

ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè f .
Ïóñòü v⃗ � âåêòîð ñêîðîñòè ñâåòà â òî÷êå (x, y), íàïðàâëåííûé

âäîëü ëó÷à, âûõîäÿùåãî èç (x0, y0). Ïîñêîëüêó ñðåäà èçîòðîïíà, âñå
åå èíäèêàòðèñû ÿâëÿþòñÿ êðóãàìè. Â ÷àñòíîñòè, êàñàòåëüíàÿ ê èí-
äèêàòðèñå â òî÷êå v⃗ ïåðïåíäèêóëÿðíà âåêòîðó v⃗. Ñîãëàñíî òåîðåìå
1, êàñàòåëüíàÿ ê ôðîíòó â òî÷êå (x, y) ïàðàëëåëüíà êàñàòåëüíîé ê
èíäèêàòðèñå â òî÷êå v⃗, òî åñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà âåêòîðó v⃗. Òàêèì
îáðàçîì, âåêòîð v⃗ ïåðïåíäèêóëÿðåí ñâåòîâîìó ôðîíòó. Êàê ìû óæå
âûÿñíèëè, âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè ∂W

∂x
(x0, y0, x, y) è

∂W
∂y

(x0, y0, x, y)
òîæå ïåðïåíäèêóëÿðåí ñâåòîâîìó ôðîíòó. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè äâà
âåêòîðà ïðîïîðöèîíàëüíû.
Îñòàëîñü íàéòè êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Äëÿ

ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîñ÷èòàòü äëèíó âåêòîðà ñ êîîðäèíàòàìè
∂W
∂x

(x0, y0, x, y) è
∂W
∂y

(x0, y0, x, y). Ýòî ãðàäèåíò ôóíêöèè W , ðàâíîé

âðåìåíè, êîòîðîå ñâåò òðàòèò íà ïðîõîæäåíèå îò òî÷êè (x0, y0)
äî òî÷êè (x, y). Òàêèì îáðàçîì, îí ïðèáëèçèòåëüíî ðàâåí ∆t/∆s,
ãäå ∆s � äëèíà ìàëîãî ó÷àñòêà ñâåòîâîãî ëó÷à, à ∆t � âðåìÿ, çà
êîòîðîå ôîòîí ïðîõîäèò ýòîò ìàëûé ó÷àñòîê (ìû óæå çíàåì, ÷òî
ãðàäèåíò ôóíêöèèW íàïðàâëåí âäîëü ñâåòîâîãî ëó÷à, âûõîäÿùåãî
èç òî÷êè (x, y) � ìû çäåñü ýòèì ïîëüçóåìñÿ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ñêîðîñòü ñâåòà â òî÷êå (x, y) ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà ∆s/∆t. Îòñþäà
ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî äëèíà âåêòîðà (∂W

∂x
, ∂W

∂y
) ðàâíà 1/v(x, y), ãäå

v(x, y) � (ñêàëÿðíàÿ) ñêîðîñòü ñâåòà â òî÷êå (x, y).
Äëèíà âåêòîðà v⃗ ðàâíà v(x, y). Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò ïðî-

ïîðöèîíàëüíîñòè ðàâåí 1/v(x, y)2.

Çàäà÷à 9. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ
W óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-
ìè (óðàâíåíèþ ýéêîíàëà):(

∂W

∂x

)2

+

(
∂W

∂y

)2

=
1

v(x, y)2
.

Â ñàìîì äåëå, â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò êâàäðàò äëèíû ãðàäèåíòà
ôóíêöèèW (ðàññìàòðèâàåìîé êàê ôóíêöèÿ îò x è y ïðè ôèêìèðî-
âàííûõ x0 è y0). Íî ìû óæå âûÿñíèëè, ÷òî äëèíà ãðàäèåíòà ðàâíà
1/v(x, y). Êñòàòè, ïîýòîìó ãðàäèåíò ôóíêöèè W èíîãäà íàçûâàþò
íîðìàëüíîé ìåäëèòåëüíîñòüþ ñâåòîâîãî ôðîíòà.
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Çàäà÷à 10. Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) =
√

x2 + y2 óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ (

∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

= 1

âñþäó, êðîìå íà÷àëà êîîðäèíàò.

Çàäà÷à 11. Ïóñòü f(x, y) ðàâíî ìèíèìàëüíîìó ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè
(x, y) äî ýëëèïñà

x2

a2
+

y2

b2
= 1.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê âî âíåøíîñòè ýëëèïñà âûïîëíÿåò-
ñÿ óðàâíåíèå èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàéäèòå åùå êàêèå-íèáóäü
ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âûïóêëóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ C. Ó
ýòîé êðèâîé åñòü âíåøíîñòü è âíóòðåííîñòü. Èç êàæäîé òî÷êè êðè-
âîé C, âûïóñòèì ëó÷, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ýòîé êðèâîé. Âûïóêëîñòü
êðèâîé C ãàðàíòèðóåò, ÷òî âñå ýòè ëó÷è íå ïåðåñåêàþòñÿ. Êàê ïî-
ñ÷èòàòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x, y) âíå êðèâîé C äî êðèâîé C? Òî÷-
êà (x, y) ïðèíàäëåæèò êàêîìó-ëèáî ëó÷ó R. Ðàññòîÿíèå îò (x, y)
äî êðèâîé C ðàâíî äëèíå îòðåçêà ëó÷à R îò åãî íà÷àëà (êîòîðîå
ïðèíàäëåæèò êðèâîé C) äî òî÷êè (x, y). Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ìû òå-
ïåðü ïîéäåì âäîëü ëó÷à R, òî ðàññòîÿíèå äî êðèâîé C óâåëè÷èòñÿ
ðîâíî íà ïðîéäåííîå íàìè ðàññòîÿíèå. Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíè-
êà, êàê áû ìû íè øëè, ðàññòîÿíèå äî êðèâîé C íèêîãäà íå ìîæåò
óâåëè÷èòüñÿ áîëüøå, ÷åì íà ïðîéäåííîå ðàññòîÿíèå. Îòñþäà âûòå-
êàåò, ÷òî åñëè f(x, y) � ýòî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x, y) äî êðèâîé
C, òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f ïî íàïðàâëåíèþ åäèíè÷íîãî âåêòîðà
âäîëü ëó÷à R ðàâíà 1, à ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèþ âñåõ îñòàëü-
íûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ íå áîëüøå 1. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìàêñèìàëüíàÿ
ñêîðîñòü ïðèðàöåíèÿ ôóíêöèè f (îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé äëèíû)
ðàâíà 1. Íî ìîäóëü ãðàäèåíòà � ýòî êàê ðàç ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü
ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîäóëü ãðàäèåíòà ôóíêöèè
f ðàâåí 1. Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê ñëåäóþùåå äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè íà ôóíêöèþ
f : (

∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

= 1.
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5. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

Äâèæåíèå ëþáîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïîä÷èíÿåòñÿ âàðèàöèîí-
íîìó ïðèíöèïó, â ÷åì-òî ïîõîæåìó íà ïðèíöèï Ôåðìà. Ýòîò âàðè-
àöèîííûé ïðèíöèï íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ
è ÷àñòî ñâÿçûâàåòñÿ ñ èìåíåì Ãàìèëüòîíà (õîòÿ îí áûë ðàíåå èçâå-
ñòåí Ëàãðàíæó). Ïîëîæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæíî îõàðàê-
òåðèçîâàòü òî÷êîé êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ìû ñåé÷àñ
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñîâïàäà-
åò ñ Rn. Ïðè ýòîì ñëó÷àé n > 3 ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêè îñìûñëåí-
íûì, ïîñêîëüêó ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìîæåò ñîñòîÿòü áîëåå ÷åì
èç îäíîé òî÷êè. Äâèæåíèå ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ òî÷-
êè â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå, òî åñòü ãëàäêîé ôóíêöèè
γ : [t0, t1] → Rn. Ïóñòü ôèêñèðîâàíû íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìî-
ìåíò âðåìåíè t0 è t1, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåé-
ñòâèÿ óòâåðæäàåò, ÷òî èñòèííàÿ òðàåêòîðèÿ γ òàêîâà, ÷òî èíòåãðàë∫ t1

t0

L(γ(t), γ̇(t)) dt

(íàçûâàåìûé ôóíêöèîíàëîì äåéñòâèÿ) ìèíèìàëåí ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ íà÷àëüíîì è êîíå÷íîì ìîìåíòàõ âðåìåíè t0 è t1, ñîîòâåò-
ñòâåííî, à òàêæå ïðè ôèêñèðîâàííûõ íà÷àëüíîì è êîíå÷íîì ïîëî-
æåíèÿõ x0 = γ(t0), x1 = γ(t1). Çäåñü L � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ íà
Rn × Rn, íàçûâàåìàÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà.
Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ íóæäàåòñÿ â íåêîòîðûõ óòî÷íå-

íèÿõ, àíàëîãè÷íûõ òåì, êîòîðûå íóæíî áûëî ââåñòè äëÿ ïðèíöèïà
Ôåðìà. Â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ãîâîðèòü íå î ìèíèìóìå ôóíêöèîíàëà
äåéñòâèÿ, à î êðèòè÷åñêîé òî÷êå ýòîãî ôóíêöèîíàëà.
Ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ îò

ïðèíöèïà Ôåðìà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ èíòåãðàëà ïðîèñ-
õîäèò ïðè ôèêñèðîâàííûõ íà÷àëüíîì è êîíå÷íîì ìîìåíòàõ âðåìå-
íè. Âïðî÷åì, ìîæíî îò âðåìåíè ïîëíîñòüþ èçáàâèòüñÿ è ñôîðìó-
ëèðîâàòü âàðèàöèîííûé ïðèíöèï, âïîëíå àíàëîãè÷íûé ïðèíöèïó
Ôåðìà, äëÿ íàõîæäåíèÿ ôîðìû òðàåêòîðèé â êîíôèãóðàöèîííîì
ïðîñòðàíñòâå. Êîãäà ôîðìà òðàåêòîðèé íàéäåíà, ïàðàìåòðèçàöèÿ
íàõîäèòñÿ èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ýòîò âàðèàöèîííûé ïðèí-
öèï ìû ñôîðìóëèðóåì ïîçæå.
Àðãóìåíòû ôóíêöèè Ëàãðàíæà ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç x ∈

Rn è v ∈ Rn. Ïðè ýòîì x èìååò ñìûñë ïîëîæåíèÿ (êîîðäèíàòû), à v
èìååò ñìûñë ñêîðîñòè. Â ôèçè÷åñêèõ óáåáíèêàõ ïèøóò L(x, ẋ) âìå-
ñòî L(x, v). Íî ïðè ýòîì ẋ âîñïðèíèìàåòñÿ êàê íåçàâèñèìûé íàáîð
ïåðåìåííûõ, à íå êàê âåêòîð ñêîðîñòè êîíêðåòíîé òðàåêòîðèè.
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Òåîðåìà 2 (óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà). Ïóñòü γ : [t0, t1] → Rn

� äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ òðàåêòîðèÿ, ìèíèìèçèðóþùàÿ ôóíêöèî-
íàë äåéñòâèÿ (ìû íå îáñóæäàåì ñåé÷àñ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ òà-
êîé òðàåêòîðèè). Òîãäà

d

dt

∂L

∂v
(γ(t), γ̇(t)) =

∂L

∂x
(γ(t), γ̇(t)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïó-
òåé (=ïàðàìåòðèçîâàííûõ êðèâûõ), ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè x0 è x1 è
çàïàðàìåòðèçîâàííûõ îòðåçêîì [t0, t1]. Ìû áóäåì ïèñàòü t 7→ γ(t, s)
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïóòè ñ ïàðàìåòðîì s. Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòð t
� ýòî ïàðàìåòð âäîëü ïóòè (èìåþùèé ôèçè÷åñêèé ñìûñë âðåìåíè),
à s � ïàðàìåòð, îòâå÷àþùèé çà âàðèàöèþ ñàìîãî ïóòè.
Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ γ(t, s) äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåí-

öèðóåìà êàê ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t
áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷êîé, à äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî s ñèìâîëîì δ.
Èìååì

0 = δ

∫ t1

t0

L(γ(t, s), γ̇(t, s)) dt =

∫ t1

t0

(
∂L

∂x
δγ +

∂L

∂v
δγ̇

)
dt =

=

∫ t1

t0

(
∂L

∂x
δγ −

(
d

dt

∂L

∂v

)
δγ

)
dt+ L · δγ

∣∣t1
t0 =

=

∫ t1

t0

(
∂L

∂x
−
(

d

dt

∂L

∂v

))
δγ dt.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî âåðíî òîëüêî äëÿ òàêîãî ïàðàìåòðà s, äëÿ êî-
òîðîãî ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ íà òðàåêòîðèè t 7→ γ(t, s) ïðèíèìà-
åò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå (ìû ìîæåì, íàïðèìåð, ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè s = 0). Ðàâåíñòâî ñëåäó-
åò èç òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè â òî÷êå
ìèíèìóìà äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ. Âòîðîå ðàâåíñòâî � ýòî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Òðåòüå ðàâåíñòâî � èíòå-
ãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Â ÷åòâåðòîì ðàâåíñòâå èñïîëüçóåòñÿ òî, ÷òî
γ(s, t0) = x0 íå çàâèñèò îò s, è ÷òî γ(s, t1) = x1 òîæå íåçàâèñèò îò
s, à çíà÷èò, δγ = 0 ïðè t = t0 è ïðè t = t1.
Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî åñëè t 7→ γ(t) � ýòî äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ

òðàåêòîðèÿ, ìèíèìèçèðóþùàÿ ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ, à t 7→ α(t) �
ëþáîå äîñòàòî÷íî ãëàäêîå îòîáðàæåíèå èç [t0, t1] â Rn, òî ìîæíî
ðàññìîòðåòü ñåìåéñòâî òðàåêòîðèé

γ(t, s) = γ(t) + sα(t),
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äëÿ êîòîðîãî δγ = α ïðè s = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî
èíòåãðàë ∫ t1

t0

(
∂L

∂x
−
(

d

dt

∂L

∂v

))
α dt

ðàâåí íóëþ äëÿ ëþáîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè α : [t0, t1] →
Rn. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå òîæäåñòâåí-
íî ðàâíî íóëþ, òî åñòü

∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂v
= 0,

åñëè âìåñòî x è v (åùå äî òîãî, êàê äèôôåðåíöèðîâàòü ïî t) ïîä-
ñòàâèòü γ(t) è γ̇(t). �

Ïóñòü γ : [t0, t1] → Rn � ãëàäêàÿ òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ ìèíèìèçè-
ðóåò ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ ñðåäè âñåõ òðàåêòîðèé, ïîä÷èíÿþùèõñÿ
óñëîâèÿì γ(t0) = x0, γ(t1) = x1. Áóäåì íàçûâàòü òàêóþ òðàåêòî-
ðèþ îïòèìàëüíîé. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ â òîì âèäå, â
êàêîì îí ñôîðìóëèðîâàí âûøå, ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìåõàíè÷åñêàÿ
ñèñòåìà âñåãäà äâèæåòñÿ ïî îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè. Îäíàêî, â
ðåàëüíîñòè ýòî íå âñåãäà òàê. Èñòèííîé òðàåêòîðèåé íàçûâàåòñÿ
òðàåêòîðèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèÿì Ýéëåðà�Ëàãðàíæà. Ìå-
õàíè÷åñêèå ñèñòåìû ìîãóò äâèãàòüñÿ ïî èñòèííûì, íî íå îáÿçàòåëü-
íî îïòèìàëüíûì òðàåêòîðèÿì. Óòî÷íåííûé ïðèíöèï íàèìåíüøå-
ãî äåéñòâèÿ ãëàñèò: äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïîä÷èíÿåòñÿ
óðàâíåíèÿì Ýéëåðà�Ëàãðàíæà, òî åñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñòèí-
íóþ òðàåêòîðèþ.

Ïðèìåð. Äîïóñòèì, ÷òî ëàãðàíæèàí ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû íå
çàâèñèò îò êîîðäèíàò, à çàâèñèò òîëüêî îò ñêîðîñòåé (ýòîò ñëó-
÷àé àíàëîãè÷åí ðàññìîòðåíèþ îïòè÷åñêèõ ñâîéñòâ îäíîðîäíîé, íî
íåèçîòðîïíîé ñðåäû). Â ýòîì ñëó÷àå, ëàãðàíæèàí èìååò âèä T (v).
Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå ∂T

∂v
: Rn → Rn (òî åñòü ïåðâûé

äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè T ; ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ýòî îòîáðàæåíèå
èç ïðîñòðàíñòâà Rn â äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî Rn∗) îáðàòèìî.
Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà èìåþò âèä

d

dt

∂T

∂v
= 0.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ∂T
∂v

ïîñòîÿííî âäîëü èñòèííûõ òðàåêòîðèé, òî åñòü

äëÿ ëþáîé èñòèííîé òðàåêòîðèè γ, èìååì ∂T
∂v
(γ̇(t)) = const. Îòñþäà

è èç îáðàòèìîñòè îòîáðàæåíèÿ ∂T
∂v

âûòåêàåò, ÷òî γ̇(t) íå çàâèñèò îò
t, òî åñòü èñòèííîå äâèæåíèå ðàâíîìåðíîå è ïðÿìîëèíåéíîå.
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Ïðèìåð. Ïóñòü L(x, v) � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò v ∈ Rn, êî-
ýôôèöèåíòû êîòîðîé çàâèñÿò îò x ∈ Rn (äîñòàòî÷íî ãëàäêî). Ïî
òåîðåìå Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ,

v · ∂L
∂v

= 2L.

Âìåñòî x è v ïîäñòàâèì x(t) è v(t) � ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü â ìî-
ìåíò âðåìåíè t ïðè äâèæåíèè âäîëü èñòèííîé òðàåêòîðèè. Òåïåðü
ïðîäèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ïî t:

v̇ · ∂L
∂v

+ v · d

dt

∂L

∂v
=

∂L

∂x
· v + ∂L

∂v
· v̇ + dL

dt
.

Ìû çäåñü ñäåëàëè õèòðî: â ïðàâîé ÷àñòè ñòîÿëî 2L, ìû îäíî L
ïðîäèôôåðåíöèðîâàëè ïî ïðàâèëó ñëîæíîé ôóíêöèè, à ó äðóãîãî
L îñòàâèëè ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè. Ïîëüçóÿñü óðàâåíèÿ-
ìè Ýéëåðà�Ëàãðàíæà è óíè÷òîæàÿ îäèíàêîâûå ÷ëåíû èç ïðàâîé
è ëåâîé ÷àñòåé, ïîëó÷àåì d

dt
L = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà

L(x(t), v(t)) ïîñòîÿííà âäîëü èñòèííûõ òðàåêòîðèé, òî åñòü íå çà-
âèñèò îò âðåìåíè.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî L(x, v) � ýòî ýíåðãèÿ òî÷êè, äâèæóùåéñÿ

ñâîáîäíî ñî ñêîðîñòüþ v â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå. Òî, ÷òî
ýíåðãèÿ çàâèñèò îò x, ñâÿçàíî ñ èñêðèâëåíèåì ïðîñòðàíñòâà. Îäíà-
êî âàæåí òîò ôàêò, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò êâàäðàòè÷íî
îò ñêîðîñòè. Ñâîáîäíîå äâèæåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ îòñóòñòâèåì ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Â ïëîñêîì (íåèñêðèâëåííîì) ïðîñòðàíñòâå
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû èìååò âèä

L(x, v) =
m|v|2

2
,

ãäå m > 0 � ýòî ìàññà ÷àñòèöû. Ìîæíî âñåãäà ñ÷èòàòü, ÷òî ìàññà
ðàâíà åäèíèöå. ×èñëî |v| � ýòî äëèíà ìîäóëÿ ñêîðîñòè, èçìåðåííàÿ
îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé ìåòðèêè.
Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ Rn, êâàäðàòè÷íàÿ ôîð-

ìà v 7→ L(x, v) îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: L(x, v) > 0 äëÿ
âñåõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ v. Òîãäà L(x, v) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ìî-
äóëÿ âåêòîðà v îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé åâêëèäîâîé ìåòðèêè. Íî
òîëüêî ýòà åâêëèäîâà ìåòðèêà çàâèñèò îò òî÷êè x. Òàêèå ìåòðèêè
(åâêëèäîâû ìåòðèêè, çàâèñÿùèå îò òî÷êè) íàçûâàþò ðèìàíîâûìè
ìåòðèêàìè. Òàêèì îáðàçîì, íàø ëàãðàíæèàí ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé
ìåòðèêîé. Â ñìûñëå ýòîé ìåòðèêè, êâàäðàò äëèíû âåêòîðà v, îò-
ëîæåííîãî îò òî÷êè x, ðàâåí L(x, v). Íåòðóäíî ïîñ÷èòàòü äëèíó
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êðèâîé γ : [t0, t1] → Rn â ìåòðèêå L:

Length(γ) =

t1∫
t0

√
L(γ(t), γ̇(t)) dt.

Òàêèì îáîðàçîì, äëèíà êðèâîé òîæå èìååò âèä äåéñòâèÿ, íî ýòî
äåéñòâèå ïîñ÷èòàíî íå äëÿ ëàãðàíæèàíà L, à äëÿ ëàãðàíæèàíà

√
L.

Çàìåòèì, ÷òî äëèíà êðèâîé íå çàâèñèò îò òîãî, êàê ýòà êðèâàÿ
çàïàðàìåòðèçîâàíà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè γ : [t0, t1] → Rn ÿâëÿåòñÿ

îïòèìàëüíîé äëÿ ëàãðàíæèàíà
√
L, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ êðèâîé íàè-

ìåíüøåé äëèíû, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè x0 = γ(t0) è x1 = γ(t1), òî
îïòèìàëüíîé áóäåò òàêæå ëþáàÿ äðóãàÿ êðèâàÿ, ïîëó÷åííàÿ èç
γ çàìåíîé ïàðàìåòðà, òî åñòü êðèâàÿ âèäà γ̃ : [s0, s1] → Rn, ãäå
γ̃(s) = γ(h(s)) äëÿ íåêîòîðîãî ãîìåîìîðôèçìà h : [s0, s1] → [t0, t1].
Îäíàêî íà êðàò÷àéøåé êðèâîé γ åñòü åñòåñòâåííûé ïàðàìåòð �
òàê íàçûâàåìûé íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð � îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî
ñêîðîñòü ïîñòîÿííà, òî åñòü L(γ(t), γ̇(t)) íå çàâèñèò îò t. Îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî èñòèííûå òðàåêòîðèè ëàãðàíæèàíà L � ýòî èñòèííûå
òðàåêòîðèè ëàãðàíæèàíà

√
L, çàïàðåìåòðèçîâàííûå íàòóðàëüíûì

ïàðàìåòðîì.

Òåîðåìà 3. Èñòèííûå òðàåêòîðèè ëàãðàíæèàíà L ÿâëÿþòñÿ
òàêæå èñòèííûìè òðàåêòîðèÿìè ëàãðàíäæèàíà

√
L. Îáðàòíî,

åñëè èñòèííàÿ òðàåêòîðèÿ ëàãðàíæèàíà
√
L îáëàäàåò òåì ñâîé-

ñòâîì, ÷òî L = const âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè (òî åñòü ïðè ïîä-
ñòàíîâêå èñòèííûõ êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé âìåñòî àðãóìåíòîâ
ôóíêöèè L ïîëó÷àåòñÿ âåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè), òî
ýòà òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå èñòèííîé òðàåêòîðèåé ëàãðàí-
æèàíà L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

∂
√
L

∂x
=

1

2
√
L

∂L

∂x
,

∂
√
L

∂ẋ
=

1

2
√
L

∂L

∂ẋ
,

Çàïèøåì óðàâåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ ëàãðàíæèàíà
√
L:

d

dt

(
∂
√
L

∂ẋ

)
=

1

2
√
L

(
d

dt

∂L

∂ẋ

)
− 1

4L

∂L

∂ẋ

dL

dt
=

1

2
√
L

∂L

∂x
.

Ìû ñíà÷àëà äîëæíû ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ
äëÿ èñòèííîé òðàåêòîðèè ëàãðàíæèàíà L. Äëÿ òàêîé òðàåêòîðèè,
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ìû èìååì d
dt
L = 0 (ñì. âûøå), à òàêæå óðàâåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà:

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
=

∂L

∂x
.

Ïîäñòàâëÿÿ è òî, è äðóãîå â óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ
√
L,

ïîëó÷àåì òîæäåñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ àíà-
ëîãè÷íî. �

6. Ñåìèíàð: ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

Çàäà÷à 12. Íàïèøèòå ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïî-
ëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò âñå ïðÿìûå. Òî÷íåå,
ïóñòü x(t), y(t) êîîðäèíàòû òî÷êè íà ïðÿìîé, òî åñòü x(t) = a+ bt,
y(t) = c + dt äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò a, b, c, d ∈ R, òàêèõ, ÷òî
b2 + d2 ̸= 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r(t), ϕ(t) ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëÿðíûå
êîîðäèíàòû. Íàïèøèòå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèè
r(t), ϕ(t).

Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðÿ-
ìîé èìåþò âèä

ẍ = 0, ÿ = 0.

Ýòî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ òàêîãî ëàãðàíæèàíà:

L(x, y, ẋ, ẏ) = (ẋ)2 + (ẏ)2.

Çàïèøåì ýòîò æå ëàãðàíæèàí â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ:

L = (rϕ̇)2 + (ṙ)2.

Òåïåðü îñòàëîñü âûïèñàòü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ íîâîãî
ëàãðàíæèàíà. Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ äàþò òàêîé ðåçóëüòàò:

r̈ = rϕ̇2, ϕ̈ = − ṙϕ̇

r
.

Çàäà÷à 13. Ðàññìîòðèì ìûëüíóþ ïëåíêó, íàòÿíóòóþ íà íåêîòî-
ðûé êîíòóð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëåíêà îäíîçíà÷íî ïðîåöèðóåòñÿ
íà íåêîòîðóþ îáëàñòü D íà ïëîñêîñòè xy. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìà
ïëåíêè ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì íåêîòîðîé ôóíêöèè u(x, y). Íàïèøè-
òå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè íà ôóíêöèþ u.

Êàê èçâåñòíî, ìûëüíàÿ ïëåíêà ìèíèìèçèðóåò ïëîùàäü ïîâåðõ-
íîñòè. Ïëîùàäü ïëåíêè âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì èíòåãðàëîì:∫∫

D

√
1 + u2

x + u2
y dx ∧ dy.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, äîñòàòî÷íî ïîñ÷èòàòü ïëî-
ùàäü ìàëåíüêîãî ïàðàëëåëîãðàììà ñî ñòîðîíàìè (dx, 0, ux dx) è
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(0, dy, uy dy). Ýòîò ïàðàëëåëîãðàìì ïðèáëèæàåò ó÷àñòîê ïëåíêè
íàä ïðÿìîóãîëüíèêîì íà ïëîñêîñòè xy ñî ñòîðîíàìè (dx, 0) è (0, dy).
Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ñ äàííûìè ñòîðîíàìè ìîæíî ïîñ÷èòàòü
êàê ìîäóëü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

dS = det

∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
1 0 ux

0 1 uy

∣∣∣∣∣∣ dx dy =
√
1 + u2

x + u2
y dx dy.

Çäåñü ex, ey è ez � åäèíè÷íûå âåêòîðû, íàïðàâëåííûå âäîëü êîîð-
äèíàòíûõ îñåé. Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü âûðàæàåòñÿ êàê èíòåãðàë
ïî îáëàñòè D îò ôóíêöèè

√
1 + u2

x + u2
y.

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëà∫∫
D

L(u, ux, uy) dx ∧ dy,

ãäå L � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ îò òðåõ ïåðåìåííûõ, à u �
íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà çàìûêàíèè îáëàñòè D è òà-
êàÿ, ÷òî îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè u íà ãðàíèöó îáëàñòè D ñîâïàäàåò
ñ çàäàííîé ôóíêöèåé (ýòî ãðàíè÷íîå óñëîâèå ñîîòâåòñòâóåò òîìó,
÷òî ãðàíèöà ïëåíêè çàêðåïëåíà íà íåêîòîðîì êîíòóðå). Ìû áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî D èìååò ãëàäêóþ ãðàíèöó.
Ìû òåïåðü âûâåäåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà îïòèìàëü-

íóþ ôóíêöèþ u, àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèþ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà. Ðàñ-
ñìîòðèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé

ut = u+ tv,

ãäå v � ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáðàííàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà D.
Äîïóñòèì, ÷òî u ìèíèìèçèðóåò èíòåãðàë îò L(u, ux, uy) ïî îáëà-

ñòè D. Òîãäà

d

dt

∫∫
D

L(ut, ut
x, u

t
y) dx ∧ dy |t=0 = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà, òî åñòü∫∫

D

(
∂L

∂u
v +

∂L

∂ux

vx +
∂L

∂uy

vy

)
dx ∧ dy = 0. (1)

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó

ω = v

(
∂L

∂ux

dy − ∂L

∂uy

dx

)
.
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Äèôôåðåíöèàëü ýòîé ôîðìû ðàâåí

dω =

(
∂L

∂ux

vx +
∂L

∂uy

vy + v

(
∂

∂x

∂L

∂ux

+
∂

∂y

∂L

∂uy

))
dx ∧ dy.

Ïî òåîðåìå Ñòîêñà, èíòåãðàë îò ôîðìû dω ïî îáîëàñòè D ðàâåí
íóëþ (ïîñêîëüêó ôîðìà ω îáðàùàåòñÿ â 0 íà ãðàíèöå îáëàñòè D).
Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìó dω ìîæíî ïðèáàâèòü ê ïîäûíòåãðàëüíîìó
âûðàæåíèþ, è ïðè ýòîì èíòåãðàë (ïî îáëàñòè D) íå èçìåíèòñÿ.
Îòíèìåì ôîðìó dω îò ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â ðàâåíñòâå
(1). Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:∫∫

D

(
∂L

∂u
−
(

∂

∂x

∂L

∂ux

+
∂

∂y

∂L

∂uy

))
v dx ∧ dy = 0.

Ïîñêîëüêó èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ â 0 ïðè ëþáîì âûáîðå äîñòàòî÷-
íî ãëàäêîé ôóíêöèè v, ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå îáÿçàíî áûòü
òîæäåñòâåííî ðàâíûì íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì òàêîå óðà-
âåíèå:

∂L

∂u
=

∂

∂x

∂L

∂ux

+
∂

∂y

∂L

∂uy

.

Ýòî àíàëîã óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèé äâóõ ïå-
ðåìåííûõ. Âåðíåìñÿ ê íàøåìó ïðèìåðó: L =

√
1 + u2

x + u2
y. Äëÿ

òàêîãî ëàãðàíæèàíà, óðàâíåíèå Ýéëåðà�Ëàãíðàíæà çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

uxx + uyy + uxxu
2
y + uyyu

2
x − 2uxuyuxy = 0.

Ýòî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ux è uy ìàëû, òî ýòî
óðàâíåíèå ïðèáëèæàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà:

uxx + uyy = 0.

Çàäà÷à 14. Íàéäèòå çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñ ëàãðàíæèàíîì

L(x, y, ẋ, ẏ) =
(ẋ)2 + (ẏ)2

2
+ y.

Çàäà÷à 15. Ðàññìîòðèì ëàãðàíæèàí, îïðåäåëåííûé â âåðõíåé ïî-
ëóïëîñêîñòè ôîðìóëîé

L(x, y, ẋ, ẏ) =
(ẋ)2 + (ẏ)2

y

Äîêàæèòå, ÷òî èñòèííûå òðàåêòîðèè � ýòî ïîëóîêðóæíîñòè ñ öåí-
òðîì íà ãîðèçîíòàëüíîé îñè.
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7. Ëåêöèÿ: ôóíöèÿ äåéñòâèÿ è ãàìèëüòîíèàí

Îñíîâíàÿ çàñëóãà Ãàìèëüòîíà â òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå ñîñòîèò
â òîì, ÷òî îí ââåë ôóíêöèþ äåéñòâèÿ

S(x0, t0, x1, t1) = inf
γ

∫ t1

t0

L(γ(t), γ̇(t)) dt.

Åñëè òðàåêòîðèÿ γ îïòèìàëüíàÿ, òî ôóíêöèÿ äåéñòâèÿ ñîâïàäàåò ñ
ôóíêöèîíàëîì äåéñòâèÿ, ïîñ÷èòàííûì äëÿ ýòîé êîíêðåòíîé òðàåê-
òîðèè γ. Â äàëüíåéøåì, ïðè ðàññìîòðåíèè ôóíêöèè äåéñòâèÿ ìû
âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ñóùåñòâó-
åò.
Ïðèìåð. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó, â êîòîðîì ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

èìååò âèä L(x, v) = T (v), ïðè÷åì îòîáðàæåíèå ∂T
∂v

: Rn → Rn∗

îáðàòèìî. Â íàøåì ïðèìåðå, ìû ìîæåì ÿâíî ïîñ÷èòàòü ôóíêöèþ
äåéñòâèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè ñîâïàäàþò ñ
èñòèííûìè (ýòî òàê äëÿ ñòðîãî âûïóêëûõ ôóíêöèé T , íî ìû ýòîãî
íå äîêàçûâàåì). Òîãäà îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè èìåþò âèä

γ(t) = x0 + (t− t0)
x1 − x0

t1 − t0
.

Â ÷àñòíîñòè, ñêîðîñòü

γ̇(t) =
x1 − x0

t1 − t0

íå çâàèñèò îò âðåìåíè. Ïîäñòàâèì èñòèííûå òðàåêòîðèè â ôóíêöè-
îíàë äåéñòâèÿ:

S(x0, t0, x1, t1) =

∫ t1

t0

T

(
x1 − x0

t1 − t0

)
dt =

= (t1 − t0)T

(
x1 − x0

t1 − t0

)
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî � ýòî èíòåãðèðîâàíèå ïîñòîÿííîé ôóíêöèè
ïî îòðåçêó [t0, t1]. Çàìåíÿÿ x1 íà x è t1 íà t, ïîëó÷àåì ôîðìóëó

S(x0, t0, x, t) = (t− t0)T

(
x− x0

t− t0

)
.

Òåïåðü ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî t0 è x0 ôèêñèðîâàíû, à x è t ìåíÿ-
þòñÿ.
Ïîñ÷èòàåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè äåéñòâèÿ ïî ïåðåìåí-

íûì x è t:
∂S

∂x
=

∂T

∂v
,

∂S

∂t
= T − ∂T

∂v
· v.
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Çäåñü âìåñòî àðãóìåíòà v ó ôóíêöèè T ñëåäóåò ïîäñòàâèòü çíà÷å-
íèå èñòèííîé ñêîðîñòè

v =
x1 − x0

t1 − t0
.

Âî âòîðîì íåðàâåíñòâå ∂T
∂v

· v � ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòî-

ðà ∂T
∂v

íà âåêòîð v (áîëåå èíâàðèàíòíî: ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ∂T
∂v
,

ïðèìåíåííûé ê âåêòîðó v). Âû÷èñëåíèå, êîòîðîå ìû ïðîäåëàëè,
î÷åíü âàæíî. Îíî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîèçâîäíûå ∂S

∂x
è ∂S

∂t
çàâèñÿò

(êðîìå êàê îò x è t) òîëüêî îò âåêòîðà èñòèííîé ñêîðîñòè v, íî
íå îò íà÷àëüíûõ äàííûõ x0, t0. Ýòî âåðíî è â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ
ëàãðàíæèàíîâ, çàâèñÿùèõ îò êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé, à íå òîëüêî
îò ñêîðîñòåé. Ìû ïîêà íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòî óòâåðæäåíèå, íî
èñïîëüçóåì åãî â êà÷åñòâå ìîòèâèðîâêè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãàìèëü-
òîíèàíà. Íåôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå òàêîå: ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà,
èëè ãàìèëüòîíèàí, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíêöèÿ −∂S

∂t
, âûðàæåííàÿ

÷åðåç êîîðäèíàòó x è èìïóëüñ p = ∂S
∂x

= ∂L
∂v
. Ôóíêöèÿ ãàìèëüòîíà

îáîçíà÷àåòñÿ îáû÷íî ÷åðåç H, à åå çíà÷åíèå â òî÷êå (x, p) � ÷åðåç
H(x, p).
Çíàê ìèíóñ â îïðåäåëåíèè ãàìèëüòîíèàíà âûçûâàë â ñâîå âðå-

ìÿ ïðîòåñò ó áîëüøèíñòâà ìàòåìàòèêîâ, è ïðèâåë ê îæåñòî÷åííî-
ìó ñïîðó ìåæäó ìàòåìàòèêàìè è ôèçèêàìè. Ôèçèêè íàñòîÿëè íà
ñâîåì. Ïðè÷èíà îòðèöàòåëüíîãî çíàêà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ãàìèëü-
òîíèàí èçìåðÿåò ìåõàíè÷åñêóþ ýíåðãèþ, à ïðè ïîäíÿòèè êàìíÿ
åãî ýíåðãèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ, à íå óìåíüøàåòñÿ. Ïî ïîâîäó îáîçíà-
÷åíèé âåëñÿ åùå îäèí ñïîð, â êîòîðîì ïîáåäèëè, íàîáîðîò, ìàòåìà-
òèêè. Ìàòåìàòèêè îáîçíà÷àëè êîîðäèíàòû áóêâîé q (îò ëàòèíñêîãî
qualitas), à èìïóëüñû áóêâîé p (îò ëàòèíñêîãî potentia). Ôèçèêè äå-
ëàëè íàîáîðîò: êîîðäèíàòû îáîçíà÷àëè áóêâîé p, à èìïóëüñû áóê-
âîé q. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, ìàòåìàòè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ
îáùåïðèíÿòûìè. Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî â ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ
H(x, p) � ýòî ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, âûðàæåííàÿ ÷åðåç êîîðäèíà-
òû è èìïóëüñû.
Äàäèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà. Ìû íå áó-

äåì ñåé÷àñ äîêàçûâàòü, ÷òî ôîðìóëà −∂S
∂t

= p · v − L âåðíà äëÿ
ëþáûõ ëàãðàíæèàíîâ, à íå òîëüêî äëÿ òåõ, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò
x. Ïîýòîìó îïðåäåëèì H êàê ïðàâóþ ÷àñòü ýòîé ôîðìóëû:

H(x, p) = p · v(p)− L(x, v(p)).

Çäåñü v(p) íàéäåíî èç óðàâíåíèÿ ∂L
∂v

= p (ìû, êàê è ðàíüøå, ïðåäïî-
ëàãàåì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå). Ôîðìàëü-
íî ãîâîðÿ, p ÿâëÿåòñÿ êîâåêòîðîì, òî åñòü ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì
íà Rn, òî åñòü ýëåìåíòîì äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà Rn∗. Çàïèñü
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p · v îçíà÷àåò ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèîíàëà p ê âåêòîðó v.
Ïðè ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ìîæíî (íî íå íóæíî) äó-
ìàòü ïðî p êàê ïðî âåêòîð, à ïðî p ·v êàê ïðî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå âåêòîðîâ p è v. Íàøå ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ãàìèëüòîíèàíà
ñîâïàäàåò ñ îáùåïðèíÿòûì.
Çàìåòèì, ÷òî ãàìèëüòîíèàí ñòðîèòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ïî ëàãðàí-

æèàíó, òî åñòü åñòü êîíêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, îïðåäåëåííîå íà
ôóíêöèÿõ îò x ∈ Rn è v ∈ Rn, ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ êîòîðîãî ê
ëàãðàíæèàíó äàåò ãàìèëüòîíèàí. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà. Äîïóñòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì x,
ôóíêöèÿ v 7→ L(x, v) ñòðîãî âûïóêëà (ôóíêöèÿ f : Rn → R íà-
çûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê a, b ∈ Rn

âåñü îòðåçîê ñ êîíöàìè â (a, f(a)) è (b, f(b)) ëåæèò âûøå ãðàôè-
êà ôóíêöèè f , çà èñêëþ÷åíèåì êîíöîâ) è äâà ðàçà äèôôåðåíöè-
ðóåìà. Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ (=ïåðâûé äèôôåðåíöèàë) â òî÷êå
ìàêñèìóìà ðàâíà íóëþ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ∂L

∂v
(x, v(p)) = p, êîòî-

ðîå â íàøåì ñëó÷àå äîëæíî îäíîçíà÷íî ðàçðåøèòüñÿ îòíîñèòåëüíî
v(p) ïðè âñåõ p èç íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà (ñì. çàäà÷ó íà
ñëåäóþùåì ñåìèíàðå). Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî îòêðûòîå ìíîæåñòâî íå
ñîâïàäàåò ñ Rn, ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà áóäåò íå âñþäó
îïðåäåëåíî. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèè
L ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

H(x, p) = max
v

(p · v − L(x, v)) .

Òî÷êà x â äàííîì ñëó÷àå âûñòóïàåò ïðîñòî êàê ïàðàìåòð. Ïîýòîìó
ìîæíî ãîâîðèòü ïðî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ñòðîãî âûïóêëûõ
ôóíêöèé îò v. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ôóíêöèè f îáû÷íî îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç f̂ . Ïåðåïèøåì îïðåäåëåíèå:

f̂(p) = max
v

(p · v − f(v)) .

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà âûòåêàåò ñëåäóþùåå
íåðàâåíñòâî Þíãà:

f̂(p) + f(v) ≥ p · v,
ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáûõ v ∈ Rn è p ∈ Rn∗. Íà ñåìèíàðå ìû ðàçáå-
ðåì ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî îáùåãî íåðàâåíñòâà.

Òåîðåìà 4 (óðàâåíèÿ Ãàìèëüòîíà). Ïóñòü x(t), p(t) � ïîëîæåíèå
è èìïóëüñ ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t (ðàçóìååòñÿ, ìû ïðåäïî-
ëàãàåì, ÷òî ñèñòåìà äâèæåòñÿ ïî èñòèííîé òðàåêòîðèè). Òîãäà

ẋ(t) =
∂H

∂p
(x(t), p(t)), ṗ(t) = −∂H

∂x
(x(t), p(t)).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðàâåíñòâî

H(x, p) = p · v(p)− L(x, v(p))

ïî p. Ïîëó÷àåì:

∂H

∂p
= v(p) + p

∂v(p)

∂p
− ∂L

∂v
(x, v(p))

∂v(p)

∂p
= v(p).

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå, ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ∂L
∂v
(x, v(p)) = p.

Íà èñòèííîé òðàåêòîðèè, èìååì v(p) = ẋ(t). Ïåðâîå ðàâåíñòâî äîêà-
çàíî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðàâåíñòâà ìû íå ïîëü-
çîâàëèñü óðàâåíèåì Ýéëåðà�Ëàãðàíæà. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ðàâåí-
ñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè, íå îáÿçàòåëüíî äàæå èñ-
òèííîé.
Òåïåðü ïðîäèôôåðåíöèðóåì òî æå ðàâåíñòâî ïî x:

∂H

∂x
= −∂L

∂x
(x, v(p)).

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ óðàâåíèÿìè Ýéëåðà�Ëàãðàíæà:

−∂L

∂x
(x(t), v(p(t))) = −∂L

∂x
(x(t), ẋ(t)) = − d

dt
p(t).

Ìû çäåñü äîëæíû âñïîìíèòü, ÷òî p(t) = ∂L
∂v
(x(t), ẋ(t)) �

Ñèñòåìó óðàâåíèé Ãàìèëüòîíà íàçûâàþò åùå èíîãäà ñèñòåìîé
êàíîíè÷åñêèõ óðàâåíèé.

Òåîðåìà 5 (çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè). Ïóñòü x(t) è p(t) � ïîëî-
æåíèå è èìïóëüñ ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t. Òîãäà H(x(t), p(t))
íå çàâèñèò îò t (äðóãèìè ñëîâàìè, ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñîõðà-
íÿåòñÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîäèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèþ
H(x(t), p(t)) ïî t:

d

dt
H(x(t), p(t)) =

∂H

∂x
ẋ+

∂H

∂p
ṗ =

=
∂H

∂x

(
∂H

∂p

)
+

∂H

∂p

(
−∂H

∂x

)
= 0.

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü êàíîíè÷åñêèìè óðàâåíè-
ÿìè Ãàìèëüòîíà. �
Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ãàìèëüòîíèàíû, çàâèñÿùèå ÿâíî îò âðåìå-

íè. Äëÿ òàêèõ ãàìèëüòîíèàíîâ, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè íå èìååò
ìåñòà. Îí çàìåíÿåòñÿ ôîðìóëîé d

dt
H(x(t), p(t), t) = ∂H

∂t
(x(t), p(t), t).

Â ïðàâîé ÷àñòè èìååòñÿ â âèäó äèôôåðåíöèðîâàíèå òîëüêî ïî òðå-
òüåìó àðãóìåíòó t.
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8. Ñåìèíàð: ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà è óðàâíåíèÿ

Ãàìèëüòîíà

Çàäà÷à 16. Íàéäèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà äëÿ ñëåäóþùèõ
ôóíêöèé:

(a): f(u) = eu

(b): f(u) = uα

α

Îòâåò:
(a) f̂(p) = p(log p− 1).

(b) f̂(p) = pβ

β
, ãäå 1

α
+ 1

β
= 1.

Çàäà÷à 17. Ïóñòü f : Rn → R � äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ñòðîãî
âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèè f â
ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà Rn íå ìîãóò ñîâïàäàòü.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî D ⊂ Rn∗, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ôóíêöèîíà-
ëîâ âèäà dxf (äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f â òî÷êå x ∈ Rn). Ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî îòêðûòî. Ìíîæåñòâî D ñîâïàäàåò ñ
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f̂ .

Çàäà÷à 18. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî u ∈ Rn è äëÿ ëþáîãî p ∈ D,
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(u) + f̂(p) ≥ p · u.

Ýòî íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîìÞíãà. Åñëè ïîëîæèòü
f(u) = uα/α, ãäå α > 1, òî ïîëó÷èì êëàññè÷åñêîå íåðàâåíñòâîÞíãà
(ìû ïîëüçóåìñÿ óæå âûïîëíåííûì âû÷èñëåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëåæàíäðà äëÿ ôóíêöèè f):

uα

α
+

pβ

β
≥ p · u, 1

α
+

1

β
= 1.

Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî

f(u) + f̂(p) ≥ p · u.

ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî çàìåíû u íà p è f íà f̂ . Îòñþäà ìîæíî
âûâåñòè ñëåäóþùåå:

Çàäà÷à 19. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà f̂ îò ñòðî-
ãî âûïóêëîé äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f
îïðåäåëåíî íà âñåì Rn. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f̂ òîæå ñòðîãî âû-
ïóêëà, è ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíæäðà îò ôóíêöèè f̂ ñîâïàäàåò ñ
ôóíêöèåé f .
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Çàäà÷à 20. Ïóñòü U ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òàêîå, ÷òî
λU ⊆ U äëÿ âñÿêîãî λ > 0. Ôóíêöèÿ f : U → R íàçûâàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíî-îäíîðîäíîé ñòåïåíè k, åñëè

f(λx1, λx2, . . . , λxn) = λkf(x1, . . . , xn)

äëÿ âñÿêîé òî÷êè (x1, . . . , xn) ∈ Rn è âñÿêîãî ÷èñëà λ > 0. Äîêàæèòå
òåîðåìó Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ: åñëè f � äèôôåðåíöèðó-
åìàÿ ïîëîæèòåëüíî-îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè k, òî

∂f

∂x
· x =

n∑
i=1

xi
∂f

∂xi

= kf.

Èç òåîðåìû Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ âûòåêàåò ñëåäóþ-
ùåå.

Çàäà÷à 21. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëàãðàíæèàí ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû
èìååò âèä

L(x, ẋ) = T (x, ẋ)− U(x),

ãäå T � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò ẋ, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé ìîãóò
çàâèñåòü (ãëàäêî) îò x, à U � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ îò x. (Ïðàêòè-
÷åñêè âñå ëàãðàíæèàíû, âñòðå÷àþùèåñÿ â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå,
èìåþò èìåííî òàêîé âèä). Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíèàí
ðàâåí T + U , ïðè÷åì êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà T çàïèñàíà â òåðìèíàõ
èìïóëüñîâ p, à íå ñêîðîñòåé.


