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Ïîñëåäíèé ñðîê ñäà÷è çàäà÷: 16 íîÿáðÿ 2010 ãîäà.

1) Ïóñòü èçìåðèìàÿ ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâëåíà äâóìÿ ñïîñîáàìè â âèäå ñ÷åòíîé ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé äèçúþíêòíûõ ìíîæåñòâ:

f(x) =
∑
k

ckχAk
(x) =

∑
m

dmχBm(x).

Äîêàæèòå, ÷òî
∑
k

ckµ(Ak) =
∑
m

dmµ(Bm) â ñëó÷àå, åñëè îäèí èç ýòèõ ðÿäîâ àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.

2) Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé µ, ïðè÷åì µ(X) < ∞. Äîêàæèòå, ÷òî èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ
f : X → R ñóììèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

µ{x ∈ X | |f(x)| > n}.

3) Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé µ (µ(X) ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íà). Äîêàæèòå, ÷òî èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ f : X → R ñóììèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä∑

n∈Z

2nµ{x ∈ X | |f(x)| > 2n}.

4) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α è β ôóíêöèÿ f(x) = xα sin xβ íà ëó÷å (0,+∞)
à) ñóììèðóåìà?
á) íåñîáñòâåííî èíòåãðèðóåìà?

5) Ïóñòü f � íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.
à) Äîêàæèòå, ÷òî îíà ñóììèðóåìà íà ìíîæåñòâå A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ íåîò-

ðèöàòåëüíûõ ïðîñòûõ ôóíêöèé g, íå ïðåâîñõîäÿùèõ f , èíòåãðàëû
∫
A

g(x)dµ îãðàíè÷åíû

ñâåðõó îäíîé è òîé æå êîíñòàíòîé.
á) Äîêàæèòå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ôóíêöèè g, ïðèíè-

ìàþùèå ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé.
6) Äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f ïîëîæèì f+(x) = (|f(x)| + f(x))/2, f−(x) = (|f(x)| −

f(x))/2. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f ñóììèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììèðóåìû ôóíê-
öèè f+ è f−.

7) Äîêàæèòå, ÷òî èçìåðèìàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f ñóììèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà sup

A

∫
A

f(x)dµ < ∞, ãäå âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ìíîæåñòâàì A êîíå÷íîé ìåðû, íà

êîòîðûõ ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà ñâåðõó.
8) Èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f : X → Rn, f(x) = (f1(x), . . . , fn(x)) íàçûâàåòñÿ ñóììèðóåìîé, åñëè

ñóììèðóåìû âñå åå êîìïîíåíòû fk. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f ñóììèðóåìà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóììèðóåìà ôóíêöèÿ |f |.

9) Ïóñòü èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f íà ìíîæåñòâåX îãðàíè÷åíà, è ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû
c > 0 è α < 1, ÷òî µ{x ∈ X | |f(x)| > ε} < c/εα äëÿ ëþáîãî ε > 0. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f
ñóììèðóåìà íà X.

10) Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X êîíå÷íîé ìåðû çàäàíà èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñó-
ùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû c > 0 è α > 1, ÷òî µ{x ∈ X | |f(x)| > m} < c/mα äëÿ ëþáîãî
m > 0. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f ñóììèðóåìà íà X.


