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ÂÀÐÈÀÍÒ 1

1) Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x2 = −1 èìååò êîðåíü â êîëüöå öåëûõ 5-àäè÷åñêèõ ÷èñåë
Z5. Ñêîëüêî êîðíåé èìååò ýòî óðàâíåíèå? Íàéäèòå èõ ñ òî÷íîñòüþ 5−3 (â 5-àäè÷åñêîé
ìåòðèêå).

2) Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ (0,+∞) ïîëîæèì

d(a, b) = |a− b|+
∣∣∣∣1a sin
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b
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∣∣∣∣ .
Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ d(a, b) ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé. Áóäåò ëè ïðîñòðàíñòâî (0,+∞) ñ
ýòîé ìåòðèêîé ïîëíûì? Åñëè íåò, îïèøèòå åãî ïîïîëíåíèå.

3) Ôóíêöèÿ f(x) ðàâíà ìàêñèìàëüíîé öèôðå â ðàçëîæåíèè ÷èñëà x â áåñêîíå÷íóþ (òî
åñòü áåç õâîñòà èç íóëåé) äåñÿòè÷íóþ äðîáü. Äîêàæèòå, ÷òî f èçìåðèìà. Íàéäèòå
íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ, ýêâèâàëåíòíóþ f .

4) Ôóíêöèÿ f(x) ðàâíà 0 â òî÷êàõ êàíòîðîâà ìíîæåñòâà E è ðàâíà n íà òåõ äîïîëíèòåëü-
íûõ ê E èíòåðâàëàõ, äëèíà êîòîðûõ ðàâíà 3−n. Íàéäèòå èíòåãðàë Ëåáåãà îò ôóíêöèè
f(x) ïî îòðåçêó [0, 1].

5) Äîêàæèòå ñóììèðóåìîñòü ôóíêöèé

à) f(x) = ln x íà [0, 1];

á) f(x) = 1
1+x2 íà R;
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ÂÀÐÈÀÍÒ 2

1) Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x2 = 2 èìååò êîðåíü â êîëüöå öåëûõ 7-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Z7.
Ñêîëüêî êîðíåé èìååò ýòî óðàâíåíèå? Íàéäèòå èõ ñ òî÷íîñòüþ 7−3 (â 7-àäè÷åñêîé
ìåòðèêå).

2) Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ (0,+∞) ïîëîæèì

d(a, b) = max
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Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ d(a, b) ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé. Áóäåò ëè ïðîñòðàíñòâî (0,+∞) ñ
ýòîé ìåòðèêîé ïîëíûì? Åñëè íåò, îïèøèòå åãî ïîïîëíåíèå.

3) Ôóíêöèÿ f(x) ðàâíà ìèíèìàëüíîé öèôðå â ðàçëîæåíèè ÷èñëà x â áåñêîíå÷íóþ (òî
åñòü áåç õâîñòà èç íóëåé) äåñÿòè÷íóþ äðîáü. Äîêàæèòå, ÷òî f èçìåðèìà. Íàéäèòå
íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ, ýêâèâàëåíòíóþ f .

4) Ôóíêöèÿ f(x) ðàâíà 0 â òî÷êàõ êàíòîðîâà ìíîæåñòâà E è ðàâíà 1
n
íà òåõ äîïîëíèòåëü-

íûõ ê E èíòåðâàëàõ, äëèíà êîòîðûõ ðàâíà 3−n. Íàéäèòå èíòåãðàë Ëåáåãà îò ôóíêöèè
f(x) ïî îòðåçêó [0, 1].

5) Äîêàæèòå ñóììèðóåìîñòü ôóíêöèé

à) f(x) = 1√
x
íà [0, 1];

á) f(x) = e−x2
íà R.


