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Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè
Çàäà÷à 1. a)Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêèÿ ez ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé îäíîé êîìïëåêñ-
íîé ïåðåìåííîé.
b)Íàéäèòå lim

z→0

ez−1
z

.
c)Íàéäèòå lim

z→0

ez−1−z
z2

.
Îïðåäåëåíèå 1. Îïðåäåëèì ôóíêöèè âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé

sin(φ) = =m (
eiφ

)
; cos(φ) = <e (

eiφ
)
; tg(φ) = sin(φ)/ cos(φ).

Çàäà÷à 2. a)Äîêàæèòå, ÷òî cos(φ) = eiφ+e−iφ

2
, sin(φ) = eiφ−e−iφ

2i
.

b) Çàïèøèòå sin(φ) è cos(φ) êàê ñóììó ðÿäà.
c)Äîêàæèòå, ÷òî sin(φ), cos(φ) è tg(φ) íåïðåðûâíû.
d)Íàéäèòå lim

φ→0

sin(φ)
φ

, lim
φ→0

cos(φ)−1
φ2 .

e)Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ 0 < φ < δ âûïîëíåíî sin(φ) < φ, tg(φ) > φ.
Çàäà÷à 3. a)Äîêàæèòå, ÷òî sin(1) > 0, sin(2) > 0, cos(1) > 0, cos(2) < 0.
b)Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ âåùåñòâåííîå ÷èñëî 1 < η < 2, òàêîå ÷òî eiη = i.
c)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî z ∈ C, óäîâëåòâîðÿþùåãî |z| = 1, íàéä¼òñÿ òàêîå φ ∈ R, ÷òî
eiφ = z.
d)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî z ∈ C íàéä¼òñÿ òàêîå w ∈ C, ÷òî ew = z.
Çàäà÷à 4. a)Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêîå π ∈ R, π > 0, ÷òî åñëè eiφ = eiψ äëÿ φ, ψ ∈ R,
òî φ− ψ = 2πk äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ Z.
b)Äîêàæèòå, ÷òî ez = ew äëÿ z, w ∈ C òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà z − w = 2πik äëÿ
íåêîòîðîãî k ∈ Z.
c∗)Äîêàæèòå, ÷òî â Çàäà÷å 3b ÷èñëî η îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî è ðàâíî π/2.
Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî φ ∈ R âûïîëíåíî
a) sin2(φ) + cos2(φ) = 1;
b) sin(−φ) = − sin(φ), cos(−φ) = cos(φ);
c) sin(π + φ) = − sin(φ), cos(π + φ) = − cos(φ);
d) sin(φ) = cos(π/2− φ);
e) | sin(φ)| 6 |φ|.

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, àðãóìåíò îïðåäåë¼ííûõ âûøå ôóíêöèé èçìåðÿåòñÿ â
ðàäèàíàõ, ñâÿçàííûõ ñ äëèíîé äóãè. Ïðîÿñíèì, ÷òî ýòî çíà÷èò.
Çàäà÷à 6. Ïóñòü 0 = φ0 < φ1 < · · · < φn = φ � íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
a)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ âåùåñòâåííîå δ > 0, òàêîå ÷òî
åñëè φi+1−φi < ε äëÿ âñåõ i, òî äëèíà ëîìàíîé, ñîåäèíÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíî òî÷êè eiφi ,
i = 0 . . . n, îòëè÷àåòñÿ îò φ íå áîëåå, ÷åì íà ε.
b∗)Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà òàêîé ëîìàíîé âñåãäà ìåíüøå φ.
Çàäà÷à 7∗. a∗)Äîêàæèòå, ÷òî ïåðèìåòð âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 ìíîãîóãîëü-
íèêà ìåíüøå 2π, à îïèñàííîãî � áîëüøå 2π. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî 3 < π < 4.
b∗)Âûðàçèòå ïåðèìåòð ïðàâèëüíîãî 2n-óãîëüíèêà ñ äèàãîíàëüþ 1 â ðàäèêàëàõ (èñïîëüçóÿ
öåëûå ÷èñëà, àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè è çíàêè êîðíÿ). Äîêàæèòå, ÷òî π ðàâíî ïðåäåëó
ýòèõ ÷èñåë.


