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Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè
Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ñëåäóþùèå ïðåäåëû ôóíêöèé:
a) lim

x→0

sin(nx)
sin(mx)

;

b) lim
x→0

1−cos(nx)
1−cos(mx)

;
c) lim

x→0
xa ln(x), a ∈ R;

d) lim
x→a

ax−xa

x−a
;

e) lim
x→∞

x
1
x ;

f) lim
x→0

(
sin(x)

x

) 1
1−cos(x) ;

g∗) lim
x→0

tg(sin(x))−sin(tg(x))
arctg(arcsin(x))−arcsin(arctg(x))

.

Çàäà÷à 2. a)Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

S(x) =

{
e−

1
x2 x 6= 0

0 x = 0

áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåíöèðóåìà íà ïðÿìîé, ïðè÷¼ì âñå å¼ ïðîèçâîäíûå â íóëå
ðàâíû íóëþ.
b)Ñîõðàíèòñÿ ëè ýòî ñâîéñòâî äëÿ òàêîé æå ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé?
Çàäà÷à 3. Ïîñòðîéòå ãëàäêóþ (áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåíöèðóåìóþ) ôóíêöèþ,
ìíîæåñòâî íóëåé êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ
a) ëó÷¼ì [0,∞);
Ïîäñêàçêà: âîñïîëüçóéòåñü ôóíêöèåé èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.
b) îòðåçêîì [0, 1];
c) ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì îòðåçêîâ è ëó÷åé;
d∗)ïðîèçâîëüíûì çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.
Çàäà÷à 4. a)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé f äèôôåðåíöèðóåìà
íà íåêîòîðîì ñîäåðæàùåì x èíòåðâàëå, f (k)(x) = 0 äëÿ 1 6 k < n, è f (n)(x) 6= 0, òî ïðè
÷¼òíîì n â òî÷êå x áóäåò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, à ïðè íå÷¼òíîì � íåò. Îïðåäåëèòå ïî
çíàêó f (n)(x), áóäåò ëè îí ìàêñèìóìîì èëè ìèíèìóìîì.
Ïîäñêàçêà: îïðåäåëèòå èíäóêöèåé ïî k çíàêè f (n−k) ñëåâà è ñïðàâà îò x.
b)Ïðèâåäèòå ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ïðè f (k)(x) = 0 äëÿ âñåõ k > 1 òî÷êà x ìîæåò
áûòü ýêñòðåìóìîì, à ìîæåò è íå áûòü.
Çàäà÷à 5. Ïóñòü f : R→ R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.
a)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f (n) � íóëåâàÿ ôóíêöèÿ, òî f � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ìåíüøå n.
Ïîäñêàçêà: ïðîâåäèòå èíäóêöèþ ïî n, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ëàãðàíæà.
b∗)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ R íàéä¼òñÿ òàêîé n ∈ N, ÷òî f (n)(x) = 0, òî f �
ìíîãî÷ëåí.
Çàäà÷à 6∗. a∗)Ïðèâåäèòå ïðèìåð äèôôåðåíöèðóåìîé íà îòðåçêå ôóíêöèè âåùåñòâåííîé
ïåðåìåííîé, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé.
b∗)Äîêàæèòå, ÷òî òåì íå ìåíåå ïðîèçâîäíàÿ òàêîé ôóíêöèè ïðèíèìàåò âñå ïðîìåæóòî÷-
íûå çíà÷åíèÿ.
Çàäà÷à 7∗. Ïóñòü P (z) � ìíîãî÷ëåí ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî
êîðíè åãî ïðîèçâîäíîé P ′(z) â C ëåæàò â âûïóêëîé îáîëî÷êå êîðíåé P (z) â C.


