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10. ëïçïíïìïçéé é éîäåëó ðåòåóåþåîéñ.

1. ôÅÏÒÉÑ
úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, F | ÐÏÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Á (ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F ) Hi(X;F ) É Hi(X;F ) Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ).
úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ X É Y | ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ H∗(X × Y;Z)
ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÌØÃÕ H∗(X;Z)×H∗(Y;Z).

2. ðÒÉÍÅÒÙ
úÁÄÁÞÁ 3. Á) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Hi(RP 2;Z) É Hi(RP 2;Z=2Z) ÐÒÉ ×ÓÅÈ i. Â) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÁÎ-
ÄÁÒÔÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ RP 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M = sk1(RP 2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. ÷ÙÞÉ-
ÓÌÉÔÅ ËÌÁÓÓ M�∈ H1(RP 2;Z), Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë M ÐÏ ðÕÁÎËÁÒÅ. ×) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ M Ó ÓÏÂÏÊ.
ïÐÉÛÉÔÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ËÏÌØÃÁÈ H∗(RP 2;Z) É H∗(RP 2;Z=2Z).
úÁÄÁÞÁ 4. Á) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Hi(CP 2;Z) ÐÒÉ ×ÓÅÈ i. Â) ðÕÓÔØ A : Cn → Cn | ÌÉÎÅÊÎÙÊ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ, Á AR : R2n → R2n | ÅÇÏ Ï×ÅÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ (Ô.Å. ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÎÏ Cn = R2n ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-
×ÁÅÔÓÑ ÔÅÐÅÒØ ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ R). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ detAR = |detA|2. ×) äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÏÔ ÔÒÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ MP

def= {[x : y : z] ∈ CP 2 | P (x; y; z) = 0}. ðÕÓÔØ
P É Q ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ MP É MQ | ÇÌÁÄËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ × k ÔÏÞËÁÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ MP É MQ ÒÁ×ÅÎ k. Ç) ðÕÓÔØ P (x; y; z) | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
MP (ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ) Ä×ÏÊÓÔ×ÎÎÏ ÐÏ ðÕÁÎËÁÒÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ × H2(CP 2;Z). Ä) ðÕÓÔØ Q | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÔ ÔÒÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ MQ | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
MP É MQ. ïÐÉÛÉÔÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ËÏÌØÃÅ H∗(CP 2;Z) É ÎÁÊÄÉÔÅ ËÌÁÓÓ Q�∈ H2(CP 2;Z), Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ MQ ÐÏ
ðÕÁÎËÁÒÅ. Å) ðÕÓÔØ Q1, Q2 | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ d1 É d2 ÏÔ ÔÒÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ MQ1
É MQ2 | ÇÌÁÄËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ. îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÉ×ÙÈ.
úÁÄÁÞÁ 5. Á) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Hi(S1 ∨ S2;Z) ÐÒÉ ×ÓÅÈ i. Â) ðÕÓÔØ f : S1 ∨ S2 → S1 |
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ S1 ⊂ S1 ∨S2 É ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ S2 ⊂ S1 ∨S2 × ÔÏÞËÕ. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f∗ : H1(S1;Z) → H1(S1∨S2;Z) | ÉÎßÅËÃÉÑ. ×) ïÐÉÛÉÔÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ËÏÌØÃÅH∗(S1∨S2;Z).
Ç) ðÕÓÔØ f : S1∨S1∨S2 → S1×S1 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ S1∨S1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ
É ÍÅÒÉÄÉÁÎÁ ÔÏÒÁ, Á S2 × ÔÏÞËÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f∗ : H1(S1×S1) → H1(S1∨S1∨S2) | ÉÎßÅËÃÉÑ. Ä) ïÐÉÛÉÔÅ
ËÏÌØÃÏ H∗(S1 ∨ S1 ∨ S2;Z).

3. õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ
úÁÄÁÞÁ 6. äÌÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÌØÃÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ (Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ×
Z, ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ, É Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × Z=2Z, ÅÓÌÉ ÎÅÔ). õËÁÖÉÔÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ,
Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÏ ðÕÁÎËÁÒÅ Ë ÂÁÚÉÓÕ × ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ, É ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ × ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. Á) Sn; Â) cÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ; ×) ÂÕÔÙÌËÁ ëÌÅÊÎÁ; Ç) Tn; Ä) RPn;
Å) CPn; Ö) G(2; 4).
úÁÄÁÞÁ 7. äÌÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÌØÃÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Ó ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × Z: Á) S2 Ó k ÄÙÒËÁÍÉ; Â) ÒÕÞËÁ (ÔÏÒ T2 Ó ÄÙÒËÏÊ); ×) S3 \K, ÇÄÅ K | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ ×ÌÏÖÅÎÎÁÑ
× R3 ⊂ S3 ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ; Ç) S3 \K, ÇÄÅ K | ×ÌÏÖÅÎÎÙÊ × R3 ⊂ S3 ÕÚÅÌ \ÔÒÉÌÉÓÔÎÉË"; Ä) �T2 | ÎÁÄÓÔÒÏÊËÁ
ÎÁÄ Ä×ÕÍÅÒÎÙÍ ÔÏÒÏÍ.

4. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ: ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
úÁÄÁÞÁ 8 (ÚÁÄÁÞÁ Ï ×ÏÚÁÈ). éÚ ÇÏÒÏÄÁ A × ÇÏÒÏÄ B ×ÅÄÕÔ Ä×Å ÄÏÒÏÇÉ. ä×Á Á×ÔÏÍÏÂÉÌÑ ÐÒÏÅÈÁÌÉ ÉÚ A × B
ËÁÖÄÙÊ ÐÏ Ó×ÏÅÊ ÄÏÒÏÇÅ, ÂÕÄÕÞÉ Ó×ÑÚÁÎÎÙÍÉ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÔÒÏÓÏÍ ÄÌÉÎÏÊ 10 Í. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×Á ËÒÕÇÌÙÈ
×ÏÚÁ ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ 10 Í, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÄÅÔ ÉÚ A × B, Á ÄÒÕÇÏÊ ÉÚ B × A, ÒÁÚßÅÈÁÔØÓÑ ÎÅ ÓÍÏÇÕÔ.
úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ K3;3 | ÇÒÁÆ \ÔÒÉ ÄÏÍÁ, ÔÒÉ ËÏÌÏÄÃÁ" (Ä×Å ÔÒÏÊËÉ ×ÅÒÛÉÎ, ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÐÅÒ×ÏÊ ÔÒÏÊËÉ
ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ÒÅÂÒÏÍ Ó ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ×ÔÏÒÏÊ ÔÒÏÊËÉ), Á f : K3;3 → R2 | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÇÌÁÄËÏÅ
ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ ÒÅÂÅÒ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ, Á ÏÂÒÁÚÙ ×ÅÒÛÉÎ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÂÒÁÚÁÈ
×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÅÊ ÒÅÂÅÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÐÁÒ ÎÅÓÍÅÖÎÙÈ (ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ
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ÏÂÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ) ÒÅÂÅÒ ÎÅÞÅÔÎÏ. ïÔÓÀÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ K3;3 ÎÅÌØÚÑ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
ÂÅÚ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÒÅÂÅÒ.

5. îÅÞÅÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÆÅÒ É ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ
úÁÄÁÞÁ 10. Á) ðÕÓÔØ f : Sn → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÎÅÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ 0 | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, É
ÐÕÓÔØ M = f−1(0). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ p(M) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÐÒÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ p : Sn → RPn
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × Hn−1(RPn;Z2) = Z2. Â) ðÕÓÔØ f1; : : : ; fn−1 : Sn → R | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ
ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ Sn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ, ÇÄÅ ÏÎÉ ×ÓÅ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0. ×) äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Sn → Sn−1.
õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ ÐÕÎËÔÅ 10Â ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ fi ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÐÕÎËÔÁ 10Á, Á
ÚÁÔÅÍ ÐÒÉÂÌÉÚØÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ fi ÔÁËÉÍÉ.
úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : Sn → Sn ÎÅÞÅÔÎÁ.
úÁÄÁÞÁ 12. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ RP 2 ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÏÔ-
ËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× (ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ), ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÈ ËÒÕÇÁÍ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ
ÔÒÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×. Â) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ RPn.


