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12.1. Докажите σ-аддитивность меры Лебега–Стилтьеса на алгебре подмножеств отрезка
[a, b], порожденной отрезками [a, t] (a < t 6 b).

12.2. Для каждого из следующих функционалов f на пространстве C[−1, 1] опишите соот-
ветствующую меру µ ∈ M [−1, 1] и функцию ограниченной вариации ϕ ∈ BV0[−1, 1]. Вычис-
лите вариацию V 1

−1(ϕ) и убедитесь, что она равна ‖f‖.
1) f(x) = x(−1);
2) f(x) = x(−1/2) + 2x(0) + 3x(1/2);
3) f(x) = x(−1/2)− x(1/2);

4) f(x) =

1∫

−1

tx(t) dt;

5) f(x) =

ε∫

−ε

x(t) dt;

6) f(x) = x(−1)− 2

1∫

−1

x(t) dt + 3x(0).

12.3. Пусть (X,µ) — пространство с мерой. Зафиксируем f ∈ L1(X,µ) и определим меру νf

(на той же σ-алгебре, что и µ) формулой

νf (A) =

∫

A

f(x) dµ(x).

Докажите, что ‖νf‖ = ‖f‖1.

12.4. Пусть y ∈ L1[a, b], t1, . . . , tn ∈ [a, b] и c1, . . . , cn ∈ C. Вычислите норму функционала f
на C[a, b], заданного формулой

f(x) =

∫ b

a

x(t)y(t) dt +
n∑

i=1

cix(ti).

12.5. Пусть (X, µ) — пространство с мерой, 1 < p, q < ∞ и 1
p

+ 1
q

= 1. Постройте изометри-
ческий изоморфизм

Lq(X, µ) → Lp(X, µ)∗, g 7→ αg,

где αg(f) =

∫

X

f(x)g(x) dµ(x).

Указание: воспользуйтесь теоремой Радона–Никодима.


