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óÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. þÅÒÅÚ S2 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ × R3:

S2 = {(x; y; z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 = 1}.
S | ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ S2 − {0; 0; 1} → C.
ðÌÏÓËÏÓÔØ {z = 0} ∼= R2 ⊂ R3 ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ Ó C, ÐÏÌÏÖÉ× (u; v; 0) = u+ iv.

11.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ S(x; y; z) =
x

1− z
+ i

y

1− z
.

11.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S−1 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ u+ iv × ÔÏÞËÕ(
2u

1 + u2 + v2
;

2v

1 + u2 + v2
;
1− u2 − v2

1 + u2 + v2

)
;

Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (z1; z2) → z1=z2 ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ CP 1 − {(1; 0)} → C.
11.3. ðÕÓÔØ F : (C2 − {0}) → R3 { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

F (z1; z2) =

(
z1z2 + z1z2
|z1|2 + |z2|2

;
z1z2 − z1z2

i(|z1|2 + |z2|2)
;
z1z1 − z2z2
|z1|2 + |z2|2

)
:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F { ÜÔÏ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ CP 1 É ÓÆÅÒÏÊ S2 × R3.

11.4. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ S
(
F (z1; z2)

)
= z1=z2, ÅÓÌÉ (z1; z2) 6= (1; 0).

11.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ × ÏËÒÕÖÎÏ-
ÓÔÉ ÎÁ CP 1 .

11.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÆÏÒÍÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ, ÔÏ
ÅÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÇÌÙ (ÎÁÞÎÉÔÅ Ó ÕÇÌÏ× ÍÅÖÄÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ).

ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÏÍÏÌÏÇÉÑ | ÜÔÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ '̂ : P(V ) → P(V ), ËÏÔÏÒÏÅ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÎ-

×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ×ÓÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ O É ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÉ-

ÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ L.

11.7. îÁÊÄÉÔÅ ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ÆÏÒÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ' : V → V , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÇÏ-
ÍÏÌÏÇÉÉ '̂. òÁÚÂÅÒÉÔÅ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ: Á) O =∈ L; Â) O ∈ L.

11.8. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ CP 2 ÐÏÒÑÄËÁ 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ?
ôÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ n > 2.

11.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ
ÔÏÞÅË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÅÊ.

11.10. ðÕÓÔØ ` | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, x; y ∈ ` | Å£ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑ 'x;y : ` → ` ÐÏÒÑÄËÁ 2 Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË
{x; y}.

11.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ AutCP 2 ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ.

11.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 'x;y ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÓÔÁÍÉ s É t, ÔÏ 's;t ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÓÔÁÍÉ x É y. (÷ ÔÁËÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔ×ÅÒËÁ ÔÏÞÅË (x; s; y; t) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ.)


