
çÅÏÍÅÔÒÉÑ, ÔÒÅÔÉÊ ÍÏÄÕÌØ, ÌÉÓÔÏË 10 18 ÑÎ×ÁÒÑ 2011 Ç.

ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ. öÏÒÄÁÎÏ×Ù ÆÏÒÍÙ É ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁ P 1(C).

10.1. Á) âÙ×ÁÀÔ ÌÉ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ P 1(C), ÄÅÊ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÂÅÚ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË? Â) ôÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ
P 1(R).

10.2. ðÕÓÔØ A =

(
a b
c d

)
∈ SL(2;C) (ÍÁÔÒÉÃÁ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-

ÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÂÕË×ÏÊ). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÌÉÛØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÚÁÉ-
ÍÏÉÓËÌÀÞÁÀÝÉÅ ÓÌÕÞÁÉ:
Á) A = ±E É A ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ P 1(C) ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ;

Â) A 6= ±E É ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ Õ A ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ
ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ P 1(C) É A ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ ÓÄ×ÉÇÕ z 7→ z + 1 × ÇÒÕÐÐÅ AutP 1(C) (ÔÁËÏÅ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ).

10.3. ðÕÓÔØ A ÅÓÔØ Ä×Á ÎÅ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÒÁ×ÎÙÈ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÅÄÉÎÉÃÅ.
ôÏÇÄÁ Õ A ÉÍÅÀÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ É A ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ ×ÒÁÝÅÎÉÀ z 7→ �z, |�| = 1
(ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ).

10.4. ðÕÓÔØ Õ A ÅÓÔØ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ |FixA| = 2, É
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ A ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ z 7→ �2z, � ∈ R (ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ).

10.5. ðÕÓÔØ Õ A ÅÓÔØ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÎÏ ÏÎÉ ÎÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ, ÎÉ ÒÁ×ÎÙÅ
ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÅÄÉÎÉÃÅ. ôÏÇÄÁ |FixA| = 2, É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ A ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ ÐÏÄÏÂÉÀ z 7→ �z,
� ∈ C∗ \ R, |�| 6= 1 (ÌÏËÓÏÄÒÏÍÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ).

10.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
Á) A | ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÉÌÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ⇔ trA = ±2;
Â) A | ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÅ ⇔ −2 < trA < 2;
×) A | ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ⇔ trA ∈ R; |trA| > 2.
(÷Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ A ÂÕÄÅÔ ÌÏËÓÏÄÒÏÍÉÞÅÓËÉÍ).

10.7. ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑ-
ÍÏÊ P 1(R), ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ.

õ ÐÏÌÑ C ÅÓÔØ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÒÑÄÕ Ó ÐÒÏ-

ÅËÔÉ×ÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÁÎÔÉÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ. ÷ÏÔ ÐÒÏ-

ÓÔÅÊÛÅÅ ÉÚ ÎÉÈ (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÉÎ×ÅÒÓÉÅÊ ÉÌÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ):

�: C ∪∞ → C ∪∞,

�(z) = z (× ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ).

÷ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ � : (z1; z2) 7→ (z1; z2)).

çÒÕÐÐÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ É ÁÎÔÉÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ P 1(C) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ � É ÇÒÕÐÐÏÊ PSL(2;C). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÇÒÕÐÐÕ ÂÕË×ÏÊ �.

10.8. îÁÐÉÛÉÔÅ ÏÂÝÉÊ ×ÉÄ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ �.

10.9. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÎÔÉÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÚÁÐÉÓÙ-
×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (z1; z2) 7→ (z2; z1)? úÁÐÉÛÉÔÅ ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÁÆÆÉÎÎÏÊ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ z = z1=z2. îÁÊÄÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË.

10.10. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÁÎÔÉÉÎ×ÏÌÀÃÉÀ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÎÁ P 1(C) ÂÅÚ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË.

10.11. îÁÊÄÉÔÅ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ z → z + i

z − i
.

10.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏ-

ÞÅË X{z1; z2; z3; z4} =
z4 − z1
z4 − z2

=
z3 − z1
z3 − z2

.



10.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ z 7→ X(z0; z∞; z1; z) | ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ,
ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ z0 × 0, z1 × 1, z∞ × ∞.

10.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏX{0;∞; 1; z} = z,X{∞; 0; 1; z} = 1=z,X{∞; 1; 0; z} = 1

1− z
,X{0; 1;∞; z} =

z

z − 1
, X{1; 0;∞; z} = z − 1

z
.

10.15. ðÕÓÔØ 
 ∈ �. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ 

Á) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

X(
(z1); 
(z2); 
(z3); 
(z4)) = X(z1; z2; z3; z4);

Â) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

X(
(z1); 
(z2); 
(z3); 
(z4)) = X(z1; z2; z3; z4):

ïËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ P 1(C) { ÜÔÏ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÁÎÔÉÉÎ×ÏÌÀÃÉÊ. á ÄÌÑ ËÒÅÓÔØÑÎÉÎÁ| ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÛËÏÌØ-

ÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÛËÏÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ C. (ðÒÑÍÁÑ | ÜÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ

ÞÅÒÅÚ Ô. ∞; ÐÏÞÅÍÕ?)

10.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ � ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

10.17. ðÕÓÔØ C | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:
Á) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÁÎÔÉÉÎ×ÏÌÀÃÉÑ � , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ Fix� = C;
Â) X(z1; z2; z3; z4) ∈ R ÄÌÑ ÞÅÔÙÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË zi ∈ C, ÇÄÅ i = 1; 2; 3; 4;
×) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ 
, ÞÔÏ 
(C) = P 1(R).

10.18*. ðÕÓÔØ C | ÐÒÏÓÔÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÎÁ P 1(C). ÷ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ × ÚÁÄÁÞÅ 10.17, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÔÏ, ÞÔÏ C | ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔØ.

(18 ÑÎ×ÁÒÑ 2011 Ç., ÓÔÒ. 2)


