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×àñòíûå ïðîèçâîäíûå
Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé íà èõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
è âûÿñíèòå, â êàêèõ òî÷êàõ èñõîäíûå ôóíêöèè äèôôåðåíöèðóåìû.
a)xy;
b)xyz ;
c) 3
√

xy;
d) 3

√
x3 + y3;

e) xy√
x2+y2

, äîîïðåäåë¼ííàÿ íóë¼ì â íà÷àëå êîîðäèíàò;

f) (x2 + y2) sin
(

1
x2+y2

)
, äîîïðåäåë¼ííàÿ íóë¼ì â íà÷àëå êîîðäèíàò;

g) e
− 1

x2+y2 , äîîïðåäåë¼ííàÿ íóë¼ì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Çàäà÷à 2. Îïðåäåëèì f(x, y) = xy x2−y2

x2+y2 , ïîëàãàÿ f(0, 0) = 0.
a)Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è íàéäèòå å¼ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.
b)Áóäåò ëè ýòà ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â íà÷àëå êîîðäèíàò?
c)Ñðàâíèòå â íà÷àëå êîîðäèíàò çíà÷åíèÿ ∂

∂x
∂
∂y

f è ∂
∂y

∂
∂x

f .

Îïðåäåëåíèå 1. Âûðàæåíèå ∆ = ∂
∂x1

∂
∂x1

+ · · ·+ ∂
∂xn

∂
∂xn

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà.
Ôóíêöèÿ f : Rn → R, äëÿ êîòîðîé ∆(f) = 0 íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé.

Çàäà÷à 3. a)Ïóñòü r2 = x2
1 + · · · + x2

n, g � ôóíêöèÿ îäíîé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé.
Âû÷èñëèòå ∆(g(r2)). Âûÿñíèòå, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ k ôóíêöèÿ rk ãàðìîíè÷åñêàÿ.
b∗)Íàéäèòå âñå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè Rn → R, çàâèñÿùèå òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî
íà÷àëà êîîðäèíàò.

Çàäà÷à 4. a)Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà îäíîðîäíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ìíîãî÷ëå-
íîâ îò äâóõ ïåðåìåííûõ ñòåïåíè d.
b∗)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ x è y ìîæíî ðîâíî îäíèì ñïîñîáîì
çàïèñàòü â âèäå

∑
Hk(x

2 + y2)k, ãäå Hk � ãàðìîíè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.
c∗)Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà îäíîðîäíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ îò n ïå-
ðåìåííûõ ñòåïåíè d.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü f : C → C � ôóíêöèÿ îäíîé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, u = <e(f),
v = =m(f). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u è v äèôôåðåíöèðóåìû êàê ôóíêöèè äâóõ âåùåñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ x = <e(z), y = =m(z).
a)Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f áóäåò äèôôåðåíöèðóåìà êàê ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåí-
íîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∂u

∂x
= ∂v

∂y
è ∂u

∂y
= − ∂v

∂x
.

Ïîäñêàçêà: çàïèøèòå ìàòðèöó óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî α + iβ êàê îòîáðàæåíèÿ
R2 → R2.
b)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìà, è ïðè ýòîì u è v èìåþò íåïðåðûâíûå âòîðûå
ïðîèçâîäíûå. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà u è v ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îò x è y.
Çàäà÷à 6∗. a∗)Ïóñòü D � îòîáðàæåíèå êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ R[x1, . . . , xn] â ñåáÿ, äëÿ êî-
òîðîãî D(P + Q) = D(P ) + D(Q) è D(PQ) = D(P )Q + PD(Q). Äîêàæèòå, ÷òî D ìîæíî
çàïèñàòü âûðàæåíèåì âèäà P1

∂
∂x1

+ · · ·+ Pn
∂

∂xn
, ãäå P1, . . . , Pn � ìíîãî÷ëåíû.

b∗)Ïóñòü D � îòîáðàæåíèå êîëüöà ãëàäêèõ ôóíêöèé îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn â ñåáÿ, äëÿ
êîòîðîãî D(P + Q) = D(P ) + D(Q) è D(PQ) = D(P )Q + PD(Q). Äîêàæèòå, ÷òî D ìîæíî
çàïèñàòü âûðàæåíèåì âèäà P1

∂
∂x1

+ · · ·+ Pn
∂

∂xn
, ãäå P1, . . . , Pn � ãëàäêèå ôóíêöèè.


