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Çàäà÷è 1-5 cîñòàâëÿþò íåîáõîäèìûé ìèíèìóì â ýòîì ëèñòêå.

1. Ñîñòàâüòå îäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå íàèìåíüøåé âîçìîæíîé ñòåïåíè, ðåøåíèÿìè
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè:

(a) 1, cosx; (á) x, ex, (â) x, x3, |x3|

2. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ñèñòåìû ôóíêöèé ëèíåéíî íåçàâèñèìû:

(a) {eax | a ∈ R}; (á) {xa |x > 0, a ∈ R};
(â) {xaebx | a, b ∈ R}; (ã) {cosnx, sinnx | n ∈ N}.

3. Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå ëþáûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ y′′+p(x)y′+
q(x)y = 0 íå ìîæåò èìåòü òî÷åê ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.

4. Äîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå q(x) > 0 äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ y′′ + q(x)y = 0 îòíî-
øåíèå y′(x)/y(x) óáûâàåò ïðè âîçðàñòàíèè x íà èíòåðâàëå, ãäå y(x) 6= 0.

5. Ïóñòü y1(x) - ðåøåíèå ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y(n)+ an−1(x)y
(n−1) +

· · · + a0(x)y = 0. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäñòàíîâêà y = z · y1(x) ïîçâîëÿåò ïîíèçèòü ïîðÿäîê
óðàâíåíèÿ.

6. Ïóñòü aj(t), j = 1, . . . , n - âñþäó íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Íàéäèòå ôóíäàìåíòàëüíóþ
ñèñòåìó ðåøåíèé è îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî äëÿ ñèñòåìû

ẋi =
n∑
j=1

aj(t)xj, i = 1, . . . , n

7. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå x′′+a(t)x′+b(t)x = c(t) îñòàåòñÿ
ëèíåéíûì ïðè ïðîèçâîëüíîé çàìåíå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t 7→ ϕ(s) è ëèíåéíîé çàìåíîé
x 7→ α(t)x+β(t) ïåðåìåííîé x, ïðè÷åì ïåðâûé òèï çàìåí ïåðåâîäèò îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ
â îäíîðîäíûå. Ïðèâåäèòå êàæäîé èç ýòèõ çàìåí óðàâíåíèå ê âèäó, íå ñîäåðæàùåìó x′.

8. (ïåðåôîðìóëèðîâêà çàäà÷è 10 ëèñòêà 8). Ïóñòü V - ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ x(n) = anx

(n−1) + · · · a2x′+ a1x. Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè, îòîáðàæåíèå
ϕ : x(t) 7→

(
x(0), x′(0), . . . , x(n−1)(0)

)
óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ V è Rn. Äî-

êàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå d
dx

îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé îïåðàòîð â V , ìàòðèöà êîòîðîãî ïðè
èçîìîðôèçìå ϕ ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé çàäà÷è 10 ëèñòêà 8. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî ó ýòîãî
îïåðàòîðà ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñëó ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé, è ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì.

9. Äîêàæèòå, ÷òî(
P exp

∫ t

0

A(τ)dτ

)−1
= E +

∑
n>0

(−1)n
∫
· · ·
∫
0≤τ1≤τ2≤···≤τn≤t

A(τ1)A(τ2) · · ·A(τn)dτ1 · · · dτn


