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ÑÈÍÎÏÑÈÑ
Ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó íàïèñàíî ìíîãî õîðîøèõ ó÷åáíèêîâ íà ëþáîé âêóñ. Ïîýòîìó çäåñü ÿ

ïîçâîëþ ñåáå îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü êðàòêèì ïåðå÷èñëåíèåì îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé è ôàêòîâ, ïðîçâó÷àâøèõ
íà ëåêöèÿõ. Åñëè îñòàþòñÿ âîïðîñû � ñïðàøèâàéòå, îáðàùàéòåñü ê ëèòåðàòóðå, à ëó÷øå âñåãî ïîïðîáóéòå
ïðèäóìàòü íåäîñòàþùåå ðàññóæäåíèå ñàìè. Èñïðàâëåíèÿ è äîïîëíåíèÿ ïðèâåòñòâóþòñÿ. Óäà÷è!

Äîêóìåíò íàõîäèòñÿ ïî àäðåñó http://vyshka.math.ru/pspdf/1011/calculus-1/synopsis.pdf è ïå-
ðèîäè÷åñêè îáíîâëÿåòñÿ. Ðàçðåøàåòñÿ êîïèðîâàíèå è ðàñïðîñòðàíåíèå â íåèñêàæ¼ííîì âèäå ñ ëþáûìè
öåëÿìè, êðîìå ïðèñâîåíèÿ àâòîðñêèõ ïðàâ.

Äåäåêèíäîâû ñå÷åíèÿ
Ýòî � ñàìûé ýëåìåíòàðíûé (íî, íà ìîé âçãëÿä, íå ñàìûé ïðîñòîé â ïðèëîæåíèÿõ) ñïîñîá ïîñòðîèòü

âåùåñòâåííûå ÷èñëà R èç ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q.
Îïðåäåëåíèå 1. Äåäåêèíäîâî ñå÷åíèå � ïîäìíîæåñòâî a ⊂ Q, òàêîå ÷òî

1) Åñëè x ∈ a, òî ∀y > x èìååì y ∈ a;
2) ∀x ∈ a ∃y ∈ a, y < x;
3) a 6= ∅, a 6= Q.
×àñòî â ëèòåðàòóðå ñå÷åíèå çàäà¼òñÿ ïàðîé ìíîæåñòâ (Q \ a, a), ÷òî îò÷àñòè îáúÿñíÿåò íàçâàíèå, èëè

ìíîæåñòâîì Q\a ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè íåðàâåíñòâ â îïðåäåëåíèè. Ìîé âûáîð çíàêîâ íåðàâåíñòâ
îáóñëîâëåí ïðîñòîòîé çàïèñè ïðîèçâåäåíèÿ ñå÷åíèé.
Ïðèìåð. Äëÿ âñÿêîãî x ∈ Q ñòðîèì ñå÷åíèå {y ∈ Q|y > x}. Îíî áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàöèîíàëüíîìó
÷èñëó x, â ÷àñòíîñòè ó íàñ èìååòñÿ íîëü è åäèíèöà.
Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî a > b, åñëè èìååò ìåñòî a ⊂ b.

Ïðåäëîæåíèå 1 Ïóñòü ìíîæåñòâî a óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì 1) è 3), íî íå 2), òî åñòü íàéä¼òñÿ
x ∈ a, òàêîé ÷òî ∀y ∈ a y > x. Òîãäà ìíîæåñòâî a′ = a \ {x} � äåäåêèíäîâî ñå÷åíèå.

Îïðåäåëåíèå 3. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè:

a+ b = {x+ y|x ∈ a, y ∈ b}, −a = (Q \ {−x|x ∈ a})′

Äëÿ a > 0, b > 0 îïðåäåëèì

a · b = {x · y|x ∈ a, y ∈ b}, 1/a = (Q+ \ {1/x|x ∈ a})′ , ãäå Q+ = {x ∈ Q|x > 0},

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíàêîâ ïîëîæèì (−a) · b = a · (−b) = −(a · b), (−a) · (−b) = a · b, 1/(−a) = −(1/a).

Òåîðåìà 1 Ìíîæåñòâî äåäåêèíäîâûõ ñå÷åíèé ñ òàêèìè îïåðàöèÿìè îáðàçóåò óïîðÿäî÷åííîå ïîëå. Îíî
íàçûâàåòñÿ ïîëåì âåùåñòâåííûõ (äåéñòâèòåëüíûõ) ÷èñåë è îáîçíà÷àåòñÿ R.

Îïðåäåëåíèå 4. Îïðåäåëèì òî÷íóþ âåðõíþþ/íèæíþþ ãðàíü ïîäìíîæåñòâà R. Ïóñòü M ⊂ R, ïîëîæèì

supM =

( ⋂

a∈M

a

)′

⊂ Q, infM =

( ⋃

a∈M

a

)′

⊂ Q

(íà ñàìîì äåëå øòðèõ âî âòîðîì îïðåäåëåíèè íå îáÿçàòåëåí).
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà óäîâëåòâîðÿþò ïóíêòàì 1) è 2) îïðåäåëåíèÿ äåäåêèíäîâûõ ñå÷å-

íèé, íî íå ïóíêòó 3). Èçâåñòíî ëèøü, ÷òî supM 6= Q, infM 6= ∅.

Ïðåäëîæåíèå 2 Èìååì supM 6= ∅ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéä¼òñÿ c ∈ R, òàêîå ÷òî äëÿ âñÿêîãî
a ∈ M âûïîëíåíî a 6 c. Òàêèå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ñâåðõó, à ÷èñëî c íàçûâàåòñÿ
âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà M

Èìååì infM 6= Q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéä¼òñÿ c ∈ R, òàêîå ÷òî äëÿ âñÿêîãî a ∈ M
âûïîëíåíî a > c. Òàêèå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ñíèçó, à ÷èñëî c íàçûâàåòñÿ íèæíåé
ãðàíüþ ìíîæåñòâà M .

Ïðåäëîæåíèå 3 Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé èç âñåõ âåðõíèõ ãðàíåé, òî÷íàÿ íèæíÿÿ
ãðàíü ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé èç âñåõ íèæíèõ ãðàíåé.
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Êîìïëåêñíûå ÷èñëà
Îïðåäåëåíèå 5. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà � âûðàæåíèÿ âèäà a+ bi, ãäå a, b ∈ R, ñî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì,
îïðåäåë¼ííûì êàê

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i, (a+ bi) · (c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i.

Ïðåäëîæåíèå 4 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà îáðàçóþ ïîëå.

Äëÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà ìíîæíî íàïèñàòü ÿâíóþ ôîðìóëó. Îïðåäåëèì ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
|a+ bi| = √

a2 + b2 è ñîïðÿæåíèå a+ bi = a− bi. Òîãäà z−1 = z/|z|2.
Êîìïëåêñíûå ÷èñëà ìîæíî çàäàâàòü è â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, ðàäèóñ ïðè ýòîì ðàâåí |z|, à óãîë

ñ îñüþ àáñöèññ íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà è îáîçíà÷àåòñÿ arg(z). Åñëè arg(z) = φ, òî
z = |z| cos(φ) + |z| sin(φ)i.

Òåîðåìà 2 Èìååì |z1 · z2| = |z1| · |z2|, arg(z1 · z2) = arg(z1) + arg(z2).

Ñëåäñòâèå 1 Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ φ è ψ èìååì

cos(φ+ ψ) = cos(φ) cos(ψ)− sin(φ) sin(ψ), sin(φ+ ψ) = cos(φ) sin(ψ) + sin(φ) cos(ψ).

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Îïðåäåëåíèå 6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M � îòîáðàæåíèå èç N â M .
Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü M = Q, R èëè C. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ai ñõîäèòñÿ ê A ∈M ,
åñëè

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ∈ N, n > N |an −A| < ε.

×èñëî A â ýòîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ai è îáîçíà÷àòü lim
n→∞

an.

Ïðåäëîæåíèå 5 Ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò áûòü íå áîëåå îäíîãî ïðåäåëà.

Ïðåäëîæåíèå 6 ×èñëî A ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ai òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∀ε ∈ R, ε > 0 ìíîæåñòâî {n ∈ N| |an − A| > ε} êîíå÷íî. Â ÷àñòíîñòè, ïåðåñòàíîâêà ÷ëåíîâ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè íå ìåíÿåò å¼ ïðåäåëà.

Ëåììà 1 Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ai ñõîäèòñÿ. Òîãäà ìíîæåñòâî {|an| |n ∈ N} ⊂ R îãðàíè÷åíî
ñâåðõó.

Òåîðåìà 3 Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ai è bi ñõîäÿòñÿ ê A è B ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

lim
n→∞

(an + bn) = A+B, lim
n→∞

(−an) = −A, lim
n→∞

(an · bn) = A ·B.

Êðîìå òîãî, åñëè A 6= 0 è an 6= 0 äëÿ âñåõ n ∈ N, òî

lim
n→∞

1/an = 1/A.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé, åñëè äëÿ âñåõ n âûïîëíåíî an+1 >
an, è óáûâàþùåé, åñëè an+1 6 an. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè îíà âîçðàñòàþùàÿ
èëè óáûâàþùàÿ.

Òåîðåìà 4 Âñÿêàÿ âîçðàñòàþùàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.

Ñëåäñòâèå 2 Âñÿêàÿ ìîíîòîííàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 9. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, åñëè

∀ε ∈ R, ε > 0 ∀N ∈ N ∃n > N |an −A| < ε.
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Ïðåäëîæåíèå 7 ×èñëî A ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìíîæåñòâî {n ∈ N| |an −A| < ε} áåñêîíå÷íî.

Òåîðåìà 5 Âñÿêàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó.

Îïðåäåëåíèå 10. Áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃N ∈ N ∀m,n > N |an − am| < ε.

Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà. À å¼ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà îêàçûâàåòñÿ ïðåäå-
ëîì.

Òåîðåìà 6 (Êðèòåðèé Êîøè) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ/êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñõîäèòñÿ òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ôóíäàìåíòàëüíà.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë: an ∼ bn, åñëè lim

n→∞
(an − bn) = 0.

Ïðåäëîæåíèå 8 Ïî÷ëåííîå ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå è óìíîæåíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíû íà êëàññàõ ýê-
âèâàëåíòíîñòè òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Âçÿòèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó àëüòåðíàòèâíîìó îïðåäåëåíèþ R.

Òåîðåìà 7 Ìíîæåñòâî êëàññîâ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ îïðåäå-
ë¼ííûìè âûøå îïåðàöèÿìè èçîìîðôíî R.

Ñðàâíèâàòü êëàññû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæíî òàê: an > 0 åñëè an ýêâèâàëåíòíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìîäóëåé |an|.

Àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä.
Âåùåñòâåííûå ÷èñëà ìîæíî îïðåäåëèòü è àêñèîìàòè÷åñêè.

Îïðåäåëåíèå 11. Ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë � ïîëå ñ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà >, îáëàäàþùèì ñëå-
äóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) åñëè a > b, b > a, òî a = b;
2) åñëè a > b, b > c, òî a > c;
3) äëÿ âñÿêèõ a è b âûïîëíåíî a > b èëè b > a;
4) åñëè a > b, òî äëÿ âñÿêîãî c âûïîëíåíî a+ c > b+ c;
5) åñëè a > 0, b > 0, òî ab > 0;
6) ó âñÿêîãî îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü (íàè-

ìåíüøàÿ èç âåðõíèõ ãðàíåé).
Èçâëåêàÿ ñëåäñòâèÿ, îòîæäåñòâèì òàêîé îáúåêò ñ äåäåêèíäîâûìè ñå÷åíèÿìè. Áóäåì ïèñàòü a > b, åñëè

a > b è a 6= b.

Ëåììà 2 Èç àêñèîì ñëåäóåò, ÷òî

(i) åñëè a > b, òî −b > −a;
(ii) ó âñÿêîãî îãðàíè÷åííîãî ñíèçó íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü;

(iii) 1 > 0.

Ëåììà 3 Âåùåñòâåííûå ÷èñëà ñîäåðæàò ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà Q â êà÷åñòâå óïîðÿäî÷åííîãî ïîäïîëÿ.

Òåîðåìà 8 (ïðèíöèï Àðõèìåäà) Ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N íåîãðàíè÷åíî.

Ñëåäñòâèå 3 (ïëîòíîñòü Q) Ïóñòü x > y. Òîãäà íàéä¼òñÿ q ∈ Q, òàêîå ÷òî x > q > y.

Òåîðåìà 9 Ñîïîñòàâèì êàæäîìó äåäåêèíäîâîìó ñå÷åíèþ D ⊂ Q âåùåñòâåííîå ÷èñëî infD. È íàîáîðîò,
êàæäîìó âåùåñòâåííîìó x ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâî {q ∈ Q|q > x}. Òîãäà ýòè îòîáðàæåíèÿ îáðàòíû
äðóã äðóãó, â ÷àñòíîñòè, âåùåñòâåííûå ÷èñëà îäíîçíà÷íî çàäàþòñÿ äåäåêèíäîâûìè ñå÷åíèÿìè.

Îñòàëîñü îòîæäåñòâèòü àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè. Ýòî âîçìîæíî ïî ñëåäóþùåé òåîðåìå.
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Òåîðåìà 10 (i) Ïóñòü M è N � íåïóñòûå îãðàíè÷åííûå ñíèçó ïîäìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî M +N = {x+ y|x ∈M, y ∈ N}. Òîãäà îíî îãðàíè÷åíî ñíèçó è inf(M +
N) = infM + inf N .

(ii) Ïóñòü M è N � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (îíî àâòîìàòè-
÷åñêè îãðàíè÷åíû ñíèçó íóë¼ì). Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî M · N = {x · y|x ∈ M, y ∈ N}. Òîãäà
inf(M ·N) = infM · inf N .

Ñîïîñòàâëåíèå ÷èñëó x ïîäìíîæåñòâà {q ∈ Q|q > x} ðàáîòàåò è â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè.

Òåîðåìà 11 Âñÿêîå óïîðÿäî÷åííîå ïîëå, â êîòîðîì âûïîëíåíû àêñèîìû 1-5 è ïðèíöèï Àðõèìåäà, ìî-
æåò áûòü âëîæåíî â óïîðÿäî÷åííîå ïîëå R.

Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äðóãèå âàðèàíòû àêñèîìû ïîëíîòû.

Ñëåäñòâèå 4 Âñÿêîå óïîðÿäî÷åííîå ïîëå, â êîòîðîì âûïîëíåíû àêñèîìû 1-5, è âñÿêàÿ ìîíîòîííàÿ îãðà-
íè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, èçîìîðôíî óïîðÿäî÷åííîìó ïîëþ R.

Ðÿäû
Îïðåäåëåíèå 12. Ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Sn = a1 + · · ·+an, ñóììîé ðÿäà � ïðåäåë
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×èñëà Sn íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Sn.
Îïðåäåëåíèå 13. Ðÿä a1 + a2 . . . íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ðÿä |a1|+ |a2|+ . . . ñõîäèòñÿ.
Ñõîäÿùèéñÿ ðÿä, íå îáëàäàþùèé ýòèì ñâîéñòâîì, íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ.
Îïðåäåëåíèå 14. Áóäåì íàçûâàòü ïåðåñòàíîâêîé ñëàãàåìûõ ïðîèçâîëüíîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîá-
ðàæåíèå σ : N → N. Îíà äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå ðÿäîâ, èçãîòàâëèâàÿ èç ðÿäà a1 + a2 + a3 + . . . ðÿä
aσ(1) + aσ(2) + aσ(3) + . . . .

Òåîðåìà 12 Âñÿêèé àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñõîäèòñÿ. Áîëåå òîãî, âñÿêèé ðÿä, ïîëó÷åííûé èç íåãî
ïåðåñòàíîâêîé ñëàãàåìûõ, ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ÷èñëó.

Òåîðåìà 13 (Ðèìàí) Ïóñòü a1 + a2 + . . . � óñëîâíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Òîãäà äëÿ
êàæäîãî x ∈ R ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà ñëàãàåìûõ, òàêàÿ ÷òî ïîëó÷åííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ê x. Êðîìå
òîãî, ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà, òàêàÿ ÷òî ïîëó÷åííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå 15. Ôóíêöèåé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé (äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî) áóäåì íàçûâàòü
îòîáðàæåíèå èç D ⊂ R â R; ôóíêöèåé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé (êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî) áóäåì íàçû-
âàòü îòîáðàæåíèå èç D ⊂ C â C. Ïîäìíîæåñòâî D íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè.

Åñëè íå îãîâàðèâàåòñÿ èíîå, âñå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ ïðî ôóíêöèè ôîðìóëèðóþòñÿ è äëÿ
âåùåñòâåííîé, è äëÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.
Îïðåäåëåíèå 16. (îïðåäåëåíèå ïî Ãåéíå) Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x ∈ D, åñëè
äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an ∈ D, ñõîäÿùåéñÿ ê x, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(an) ñõîäèòñÿ ê f(x).
Îïðåäåëåíèå 17. (îïðåäåëåíèå ïî Êîøè) Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x ∈ D, åñëè

∀ ε ∈ R : ε > 0 ∃ δ ∈ R : δ > 0 ∀ y : |x− y| < δ |f(x)− f(y)| < ε.

Ïðåäëîæåíèå 9 Îïðåäåëåíèÿ ïî Ãåéíå è ïî Êîøè ýêâèâàëåíòíû.

Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ëåãêî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïî Ãåéíå.

Ïðåäëîæåíèå 10 Ïóñòü ôóíêöèè f è g íåïðåðûâíû â òî÷êå x. Òîãäà f ± g, fg � íåïðåðûâíû â x, à
åñëè g(x) 6= 0, òî f/g � íåïðåðûâíà â x.

Ïðåäëîæåíèå 11 Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â x, g íåïðåðûâíà â f(x), òî èõ êîìïîçèöèÿ g ◦ f íåïðå-
ðûâíà â x.
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Îïðåäåëåíèå 18. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå X, åñëè îíà íåïðåðûâíà âî
âñåõ åãî òî÷êàõ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíöèÿ íåïðåðûâíà, åñëè îíà íåïðåðûâíà íà âñåé îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ.

Òåîðåìà 14 Ïóñòü ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà îíà ïðèíè-
ìàåò âñå çíà÷åíèÿ ìåæäó f(a) è f(b).

Îïðåäåëåíèå 19. Ôóíêöèÿ f âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé (ñîîòâ. óáûâàþùåé),
åñëè äëÿ âñåõ x, y ∈ D, òàêèõ ÷òî x > y, âûïîëíåíî f(x) > f(y) (ñîîòâ. f(x) 6 f(y)).

Ôóíêöèÿ f âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé (ñîîòâ. ñòðîãî óáûâàþùåé),
åñëè äëÿ âñåõ x, y ∈ D, òàêèõ ÷òî x > y, âûïîëíåíî f(x) > f(y) (ñîîòâ. f(x) < f(y)).

Ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ (ñòðîãî) ìîíîòîííîé, åñëè îíà (ñòðîãî) âîçðàñòàþùàÿ
èëè (ñòðîãî) óáûâàþùàÿ.

Ëåììà 4 Ìîíîòîííàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà í¼ì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïðèíè-
ìàåò âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà 15 Ïóñòü ôóíêöèÿ f ñòðîãî ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà ñóùåñòâóåò
è åäèíñòâåííà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ g : f([a, b]) → R, òàêàÿ ÷òî g(f(x)) = x, f(g(x)) = x. Ïðè ýòîì g
íåïðåðûâíà.

Ñëåäñòâèå 5 Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ ôóíêöèè íà ëó÷àõ [a,∞), (−∞, a], à òàêæå íà
âñ¼ì R.

Îïðåäåëåíèå 20. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f èìååò ïðåäåë â òî÷êå a ðàâíûé A (îáîçíà÷åíèå
lim
x→a

f(x) = A), åñëè ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ íà D ∪ a íåïðåðûâíà â x:

f̃(x) =
{
f(x) x 6= a
A x = a

Ïðåäëîæåíèå 12 Ïóñòü lim
x→a

f(x) = A, lim
x→a

g(x) = B, òîãäà

lim
x→a

(f(x)± g(x)) = A±B; lim
x→a

(f(x)g(x)) = AB,

à åñëè B 6= 0, òî lim
x→a

(f(x)/g(x)) = A/B.

Îïðåäåëåíèå 21. Îïðåäåëèì ïðàâûé è ëåâûé ïðåäåëû ôóíêöèè âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé lim
x→a+0

f(x) è
lim

x→a−0
f(x) êàê ïðåäåë f(x) â òî÷êå a ïðè îãðàíè÷åíèè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íà D ∩ {x ∈ R|x > a} è

D ∩ {x ∈ R|x < a}.
Îïðåäåëåíèå 22. Îïðåäåëèì áåñêîíå÷íûå ïðåäåëû lim

x→∞
f(x) = lim

y→0
f(1/y), à òàêæå äëÿ ôóíêöèè âåùå-

ñòâåííîé ïåðåìåííîé ïîëîæèì lim
x→+∞

f(x) = lim
y→0+0

f(1/y), lim
x→−∞

f(x) = lim
y→0−0

f(1/y).
Îïðåäåëåíèå 23. Ïóñòü K = R èëè C. Äëÿ âåùåñòâåííîãî ε > 0 íàçîâ¼ì ε-îêðåñòíîñòüþ Uε(x) òî÷êè
x ∈ K ìíîæåñòâî {y ∈ K| |y − x| < ε}.
Îïðåäåëåíèå 24. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè äëÿ âñÿêîãî âåùåñòâåííîãî
ε > 0 ïåðåñå÷åíèå Uε(x) ñ X áåñêîíå÷íî.

Ïðåäëîæåíèå 13 Òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ âñÿêîãî âåùåñòâåííîãî ε > 0 ïåðåñå÷åíèå Uε(x) ñ X ñîäåðæèò îòëè÷íóþ îò x òî÷êó.

Ïðåäëîæåíèå 14 Ïóñòü a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà D. Òîãäà ïðåäåë îïðåäåë¼ííîé íà D ôóíê-
öèè â òî÷êå a åäèíñòâåíåí.

Îïðåäåëåíèå 25. Ïîäìíîæåñòâî X ⊂ D íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì â D, åñëè X ñîäåðæèò âñÿêóþ ñâîþ
ïðåäåëüíóþ òî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ D.
Îïðåäåëåíèå 26. Ïîäìíîæåñòâî X ⊂ D íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì â D, åñëè äëÿ âñÿêîãî x ∈ X íàéä¼òñÿ
ε > 0, òàêîå ÷òî Uε(x) ∩D ⊂ X.

Ïðåäëîæåíèå 15 Ïîäìíîæåñòâî X ⊂ D çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà D \X îòêðûòî.
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Îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ïî Ãåéíå è Êîøè ìîãóò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðåäëîæåíèå 16 (i) Ôóíêöèÿ f ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D íåïðåðûâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïðîîáðàç ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà çàìêíóò â D.

(ii) Ôóíêöèÿ f ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D íåïðåðûâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîîáðàç ëþáîãî
îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò â D.

Ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü îïðåäåëåíèå îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, ÷òîáû àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
ñôîðìóëèðîâàòü íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íà ïîäìíîæåñòâå Y ⊂ D: ïîäìíîæåñòâî D îòêðûòî, åñëè âìåñòå
ñ êàæäîé òî÷êîé x ∈ Y â í¼ì ñîäåðæèòñÿ Uε(x)∩D äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0, è çàìêíóòî, åñëè îíî ñîäåðæèò
âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå Y .
Îïðåäåëåíèå 27. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì (ïî Ãåéíå), åñëè âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ýëåìåíòîâ X èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó èç X.
Îïðåäåëåíèå 28. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì (ïî Êîøè), åñëè äëÿ âñÿêîãî ïîêðûòèÿ X
îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Òåîðåìà 16 Äëÿ ïîäìíîæåñòâ R è C îïðåäåëåíèÿ êîìïàêòíîñòè ýêâèâàëåíòíû, ïðè ýòîì ìíîæåñòâî
êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.

Òåîðåìà 17 (i) Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå îãðàíè÷åíà.

(ii) Ïóñòü f � ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé, îïðåäåë¼ííàÿ íà êîìïàêòå. Òîãäà îíà ïðèíèìàåò
â íåêîòîðîé òî÷êå ñâî¼ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå sup f(x), à òàêæå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå inf f(x).

Îïðåäåëåíèå 29. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå D, åñëè

∀ ε ∈ R : ε > 0 ∃ δ ∈ R : δ > 0 ∀x, y ∈ D : |x− y| < δ |f(x)− f(y)| < ε.

Òåîðåìà 18 Âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà í¼ì.

Òåîðåìà áûëà äîêàçàíà íà ëåêöèè äëÿ ôóíêöèé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé.

Ïðîèçâîäíàÿ.
Îïðåäåëåíèå 30. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim
y→x

f(y)−f(x)
y−x . Çíà÷åíèå ýòîãî ïðåäåëà íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé f â òî÷êå x è îáîçíà÷àåòñÿ f ′(x).

Ïðåäëîæåíèå 17 Äèôôåðåíöèðóåìàÿ â x ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â x.

Ïðåäëîæåíèå 18 Íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âûïîëíåíî const′ = 0, x′ = 1,
(

1
x

)′ = − 1
x2 , (ex)′ = ex.

Ïðåäëîæåíèå 19 Ïóñòü ôóíêöèè f è g äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x. Òîãäà (f ± g)′(x) = f ′(x)± g′(x),
(fg)′(x) = f ′(x)g(x) + g′(x)f(x).

Ïðåäëîæåíèå 20 Ïóñòü ôóíêöèÿ g äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà
â òî÷êå g(x). Òîãäà f(g)′(x) = g′(x)f ′(g(x)).

Ïðåäëîæåíèå 21 Ïóñòü ôóíêöèÿ g � îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè f . Ïðåäïîëîæèì, f äèôôåðåíöèðóåìà â
òî÷êå x, è f ′(x) 6= 0. Òîãäà g äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå f(x) è g′(f(x)) = 1/f ′(x).

Îïðåäåëåíèå 31. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì (ñîîòâ. ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì) ôóíê-
öèè âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé f , åñëè íàéä¼òñÿ δ > 0, òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ x − δ < y < x + δ âûïîëíåíî
f(x) > f(y) (ñîîòâ. f(x) 6 f(y)).

Òî÷êà íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì èëè ëîêàëü-
íûì ìèíèìóìîì.

Ïðåäëîæåíèå 22 Åñëè òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì, è f äèôôåðåíöèðóåìà â x, òî
f ′(x) = 0.
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Òåîðåìà 19 (Ðîëëü) Ïóñòü ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé f äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [a, b],
ïðè÷¼ì f(a) = f(b). Òîãäà íàéä¼òñÿ òî÷êà c ∈ (a, b), òàêàÿ ÷òî f ′(c) = 0.

Òåîðåìà 20 (Ëàãðàíæ) Ïóñòü ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé f äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå
[a, b]. Òîãäà íàéä¼òñÿ òî÷êà c ∈ (a, b), òàêàÿ ÷òî f ′(c) = f(b)−f(a)

b−a .

Òåîðåìà 21 (Êîøè) Ïóñòü ôóíêöèè âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé f è g äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêå
[a, b], ïðè÷¼ì g(a) 6= g(b), à f ′ è g′ íå îáðàùàþòñÿ â íîëü îäíîâðåìåííî íà (a, b). Òîãäà íàéä¼òñÿ òî÷êà
c ∈ (a, b), òàêàÿ ÷òî f ′(c)

g′(c) = f(b)−f(a)
g(b)−g(a) .

Òåîðåìà 22 Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìÿ íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà f âîçðàñòàåò (ñîîòâ. óáûâàåò)
íà [a, b] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ′(x) > 0 (ñîîòâ. f ′(x) 6 0) íà [a, b].

Êðîìå òîãî, åñëè f ′(x) > 0 (ñîîòâ. f ′(x) < 0) íà (a, b), òî f ñòðîãî âîçðàñòàåò (ñîîòâ. ñòðîãî
óáûâàåò).

Îïðåäåëåíèå 32. Ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ (ñîîòâ. âûïóêëîé âíèç)
íà îòðåçêå [a, b], åñëè äëÿ âñåõ a < x < y < b è α, β > 0, òàêèõ ÷òî α + β = 1, âûïîëíåíî f(αx + βy) >
αf(x) + βf(y) (ñîîòâ. f(αx+ βy) 6 αf(x) + βf(y)).

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé ââåðõ (ñîîòâ. âíèç), åñëè ñîîòâåñòâóþùèå íåðàâåíñòâà ñòðîãèå
ïðè y > x, α, β > 0.

Òåîðåìà 23 Ïóñòü ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé f äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà f
âûïóêëà ââåðõ (ñîîòâ. âíèç) íà [a, b] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ′(x) óáûâàåò (ñîîòâ. âîçðàñòàåò) íà
[a, b].

Êðîìå òîãî, åñëè f ′ ñòðîãî óáûâàåò (ñîîòâ. ñòðîãî âîçðàñòàåò) íà (a, b), òî f ñòðîãî âûïóêëà ââåðõ
(ñîîòâ. âíèç).

Îïðåäåëåíèå 33. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî x � òî÷êà ïåðåãèáà ôóíêöèè âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé f , åñëè
íàéäåòñÿ δ > 0, òàêîé ÷òî íà [x− δ, x] f âûïóêëà â îäíó ñòîðîíó, à íà [x, x+ δ] � â äðóãóþ.

Ñëåäñòâèå 6 Ïóñòü ôóíêöèÿ f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà íà [a, b]. Òîãäà âî âñÿêîé òî÷êå ïåðåãèáà âû-
ïîëíåíî f ′′(x) = 0; ôóíêöèÿ f âûïóêëà ââåðõ íà îòðåçêàõ, ãäå f ′′ 6 0, è âíèç íà îòðåçêàõ, ãäå f ′′ > 0.

Îïðåäåëåíèå 34. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî lim
x→a

f(x) = ∞, åñëè lim
x→a

1
f(x) = 0.

Òåîðåìà 24 (Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ) Ïóñòü ôóíêöèè âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé f(x) è g(x) äèôôåðåí-
öèðóåìû â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé (íå âêëþ÷àþùåé a) îêðåñòíîñòè òî÷êè a, ïóñòü g′(x) 6= 0 â ýòîé
îêðåñòíîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èëè lim

x→a
f(x) = 0, lim

x→a
g(x) = 0, èëè lim

x→a
f(x) = ∞, lim

x→a
g(x) = ∞.

Òîãäà åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
x→a

f ′(x)
g′(x) , òî lim

x→a

f(x)
g(x) = lim

x→a

f ′(x)
g′(x) .

Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå 35. Íàçîâ¼ì ðÿä âèäà

∞∑
n=0

anx
n ñòåïåííûì ðÿäîì.

Òåîðåìà 25 Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ íå äëÿ âñåõ x. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå âåùåñòâåííîå
÷èñëî R > 0, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè |x| < R è ðàñõîäèòñÿ ïðè |x| > R. ×èñëî R íàçûâàåòñÿ
ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 26 Ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ñòåïåííûì ðÿäîì, äèôôåðåíöèðóåìà ïðè |x| < R, ïðè ýòîì å¼ ïðîèç-
âîäíàÿ ðàâíà

∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n.

Îïðåäåëåíèå 36. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x0 ∈ D
ñóùåñòâóåò ñòåïåííîé ðÿä è îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé çíà÷åíèå ôóíêöèè â x ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèÿìè ýòîãî
ñòåïåííîãî ðÿäà â x− x0.

Ñëåäñòâèå 7 Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè � ãëàäêèå (áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåíöèðóåìûå).

Òåîðåìà 27 Ñóììà, ïðîèçâåäåíèå è êîìïîçèöèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãëàäêàÿ. Ñðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíûå â òî÷êå x0, âèäèì, ÷òî åñëè f ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè-
÷åñêîé â x0, òî îíà ñîâïàäàåò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x0 ñî çíà÷åíèÿìè å¼ ðÿäà Òåéëîðà

∞∑

k=0

f (k)(x0)
k!

(x− x0)k.

Òåîðåìà 28 Ïóñòü ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé f äèôôåðåíöèðóåìà n + 1 ðàç íà ïðîìåæóòêå
ìåæäó x0 è x. Ïóñòü âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ψ äèôôåðåíöèðóåìà íà ýòîì æå ïðîìåæóòêå. Òîãäà
íàéä¼òñÿ c íà ýòîì ïðîìåæóòêå, òàêîé ÷òî

f(x)−
n∑

k=0

f (k)(x0)
k!

(x− x0)k =
ψ(x)− ψ(x0)

ψ′(c)
f (n+1)(c)

n!
(x− c)n.

Âçÿâ ψ(t) = (x− t)n+1, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 8 (ôîðìà Ëàãðàíæà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà) Ïóñòü ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé f
äèôôåðåíöèðóåìà n + 1 ðàç íà ïðîìåæóòêå ìåæäó x0 è x. Òîãäà íàéä¼òñÿ c íà ýòîì ïðîìåæóòêå,
òàêîé ÷òî

f(x)−
n∑

k=0

f (k)(x0)
k!

(x− x0)k =
f (n+1)(c)
(n+ 1)!

(x− x0)n+1.

Âçÿâ ψ(t) = (x− t), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 9 (ôîðìà Êîøè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà) Ïóñòü ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé f äèô-
ôåðåíöèðóåìà n+ 1 ðàç íà ïðîìåæóòêå ìåæäó x0 è x. Òîãäà íàéä¼òñÿ c íà ýòîì ïðîìåæóòêå, òàêîé
÷òî

f(x)−
n∑

k=0

f (k)(x0)
k!

(x− x0)k = (x− x0)
f (n+1)(c)

n!
(x− c)n.

Îïðåäåëåíèå 37. Äëÿ ôóíêöèè f è òî÷êè x îïðåäåëèì ìíîæåñòâà ôóíêöèé

Ox(f) = {g | ∃C ∈ R, C > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀y : |y − x| < δ |g(y)| < C|f(y)|};
ox(f) = {g | ∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀y : |y − x| < δ |g(y)| < ε|f(y)|}.

Ïðåäëîæåíèå 23 Ìíîæåñòâà Ox(f) è ox(f) ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Ïðè ýòîì âû-
ïîëíÿåòñÿ ox(f) ⊂ Ox(f), Ox(f) ·Ox(g) ⊂ Ox(fg), Ox(f) · ox(g) ⊂ ox(fg).

Ïðåäëîæåíèå 24 Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ðàâíà A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f(x)− f(x0)−A(x− x0) ∈ ox0(x− x0)

êàê ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé y.

Ñëåäñòâèå 10 Ïóñòü f � ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé, òàêàÿ ÷òî f (n+1) îïðåäåëåíà è íåïðå-
ðûâíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x0. Òîãäà äëÿ ñëåäóþùåé ôóíêöèè îò ïåðåìåííîé x âûïîëíåíî

f(x)−
n∑

k=0

f (k)(x0)
k!

(x− x0)k ∈ Ox0

(
(x− x0)n+1

)
.

Òåîðåìà 29 (ôîðìà Ïåàíî îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà) Ïóñòü f � ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé, òà-
êàÿ ÷òî f (n) îïðåäåëåíà â òî÷êå x0. Òîãäà äëÿ ñëåäóþùåé ôóíêöèè îò ïåðåìåííîé x âûïîëíåíî

f(x)−
n∑

k=0

f (k)(x0)
k!

(x− x0)k ∈ ox0 ((x− x0)n) .
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Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.
Îïðåäåëåíèå 38. Ïóñòü K = R èëè C. Îïðåäåëèì íîðìó íà âåêòðîíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä K êàê
îòîáðàæåíèå | | : Kn → R ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) |x| > 0; |x| = 0 ðàâíîñèëüíî x = 0;
2) |λx| = |λ||x| äëÿ λ ∈ K, x ∈ V ;
3) |x+ y| 6 |x|+ |y|.

Îïðåäåëåíèå 39. Äâå íîðìû |x| è |x|′ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå C1, C2 ∈ R,
C1, C2 > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x âûïîëíåíî C1|x| 6 |x|′ 6 C2|x|.
Ïðèìåð. Ñàìûé èçâåñòíûé ïðèìåð äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî V = Kn � åâêëèäîâà íîðìà |(x1, . . . , xn)|2 =√
|x1|2 + · · ·+ |xn|2. Ñàìûé óäîáíûé äëÿ âû÷èñëåíèé |(x1, . . . , xn)|∞ = max(|x1|, . . . , |xn|). Ýòè äâå íîð-

ìû ýêâèâàëåíòíû: |x|∞ 6 |x|2 6 √
n|x|∞. Áîëåå îáùèì ïðèìåðîì íîðìû ÿâëÿåòñÿ |(x1, . . . , xn)|p =

p
√
|x1|p + · · ·+ |xn|p äëÿ p > 1.

Ïðåäëîæåíèå 25 Íîðìà íà Cn ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà ñîîòâåòñòâóþùèì âåùåñòâåííîì âåêòîðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå R2n.

Îïðåäåëåíèå 40. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ an ∈ V ñõîäèòñÿ ê A ∈ V (çàïèñû-
âàÿ lim

n→∞
an = A è íàçûâàÿ A ïðåäåëîì), åñëè

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ∈ N, n > N |an −A| < ε.

Ïðåäëîæåíèå 26 Ó êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ïðåäåëà. Ïðåäåë ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèè äâóõ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé lim

n→∞
(λan + µbn) ðàâåí λ lim

n→∞
an + µ lim

n→∞
bn.

Ïðåäëîæåíèå 27 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ îòíîñèòåëüíî îäíîé íîðìû, ñõîäèòñÿ ê òîìó æå
ýëåìåíòó äëÿ ëþáîé ýêâèâàëåíòíîé íîðìû. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ Kn ñ íîðìîé |x|∞ ñõîäèòñÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòàâëåííûå èç k-òûõ êîîðäèíàò äëÿ
k = 1 . . . n.

Ñëåäñòâèå 11 Â Kn ñ íîðìîé, ýêâèâàëåíòíîé |x|∞, âûïîëíåí Êðèòåðèé Êîøè: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an

ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n, m ∈ N, n, m > N |an − am| < ε.

Îïðåäåëåíèå 41. Ýëåìåíò A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an (ñîîòâ. ìíîæåñòâà
M ⊂ Kn), åñëè ∀ε ∈ R, ε > 0 íàéä¼òñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî n, òàêèõ ÷òî |an−A| < ε (ñîîòâ. áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî x ∈M , òàêèõ ÷òî |x−A| < ε).
Îïðåäåëåíèå 42. Îòîáðàæåíèå ïîäìíîæåñòâà D ⊂ Kn â K íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé n ïåðåìåííûõ, îòîáðà-
æåíèå D ⊂ Kn â Km íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèåé n ïåðåìåííûõ.
Îïðåäåëåíèå 43. (îïðåäåëåíèå ïî Ãåéíå) Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x ∈ D, åñëè
äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an ∈ D, ñõîäÿùåéñÿ ê x, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(an) ñõîäèòñÿ ê f(x).
Îïðåäåëåíèå 44. (îïðåäåëåíèå ïî Êîøè) Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x ∈ D, åñëè

∀ ε ∈ R : ε > 0 ∃ δ ∈ R : δ > 0 ∀ y : |x− y| < δ |f(x)− f(y)| < ε.

Ïðåäëîæåíèå 28 Îïðåäåëåíèÿ ïî Ãåéíå è Êîøè ýêâèâàëåíòíû.

Ïðåäëîæåíèå 29 Ëèíåéíûå êîìáèíàöèè è ïðîçèâåäåíèå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íåïðåðûâíû. Ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè è êîìïîçèöèè íåïðåðûâíûõ âåêòîðíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íåïðåðûâíû.

Ïðåäëîæåíèå 30 Âåêòîðíàçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ Kn → Km çàäà¼òñÿ íàáîðîì m êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé
Kn → K. Ïðè ýòîì åñëè íîðìà íà Km ýêâèâàëåíòíà |x|∞, òî âåêòîðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðâûíà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå å¼ êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè íåïðåðûâíû.

Îïðåäåëåíèå 45. Äëÿ D ⊂ Kn áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f : D → Km èìååò ïðåäåë â òî÷êå a ∈ Kn

ðàâíûé A ∈ Km (îáîçíà÷åíèå lim
x→a

f(x) = A), åñëè ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ íà D ∪ a íåïðåðûâíà â x:

f̃(x) =
{
f(x) x 6= a
A x = a
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Ïðåäëîæåíèå 31 Ïóñòü ó ôóíêöèé f(x) : Kn → Km è g(x) : Kn → Km ñóùåñòâóþò ïðåäåëû ïðè x→ a,
òîãäà âûïîëíåíî lim

x→a
(λf(x) + µg(x)) = λ lim

x→a
f(x) + µ lim

x→a
g(x). Åñëè ñóùåñòâóþò ïðåäåëû ó f : Kn → K

è g(x) : Kn → Km, òî lim
x→a

(f(x)g(x)) =
(

lim
x→a

f(x)
)(

lim
x→a

g(x)
)
.

Ïðåäëîæåíèå 32 Ïóñòü f : Kn → Km è g : Km → Kl � ôóíêöèè, lim
x→a

f(x) = b, lim
y→b

g(y) = c. Òîãäà
ïðåäåë g(f(x)) ïðè x→ a ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) g(y) íåïðåðûâíà â òî÷êå b;
2) ñóùåñòâóåò òàêîå âåùåñòâåííîå δ > 0, ÷òî ïðè |x− a| < δ âûïîëíåíî f(x) 6= b;
3) ñóùåñòâóåò òàêîå âåùåñòâåííîå δ > 0, ÷òî ïðè |x− a| < δ âûïîëíåíî f(x) = b.

Ïðè ýòîì â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ lim
x→a

g(f(x)) = c, à â òðåòüåì îí ðàâåí g(b).

Òîïîëîãèÿ Rn.
Çàôèêñèðóåì íîðìó â Rn. Äëÿ x ∈ Rn, ε ∈ R îáîçíà÷èì Uε(x) = {y| |y − x| < ε}.

Îïðåäåëåíèå 46. Ìíîæåñòâî X ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ X íàé-
ä¼òñÿ ε > 0, òàêîé ÷òî Uε(x) ⊂ X. Ìíîæåñòâî X ⊂ D ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì D,
åñëè äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ X íàéä¼òñÿ ε > 0, òàêîé ÷òî Uε(x) ∩D ⊂ X.
Îïðåäåëåíèå 47. Ìíîæåñòâî X ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå
òî÷êè. Ìíîæåñòâî X ⊂ D ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì D, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè
ïðåäåëüíûå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå D.

Ïðåäëîæåíèå 33 Äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ íîðì îäíè è òå æå ìíîæåñòâà áóäóò îòêðûòûìè/çàìêíóòûìè
ìíîæåñòâàìè è ïîäìíîæåñòâàìè.

Ïðåäëîæåíèå 34 Ìíîæåñòâî X çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Rn \X îòêðûòî. Ìíîæåñòâî
X ⊂ D � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî D òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà D \X � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî
D.

Ïðåäëîæåíèå 35 Ôóíêöèÿ f : Rn → Rm íåïðåðûâíà íà Rn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîîáðàç
ëþáîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà Rm îòêðûò â Rn. Äëÿ D ⊂ Rn ôóíêöèÿ f : D → Rm íåïðåðûâíà
íà âñ¼ì D òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîîáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà Rm � îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî D.

Îïðåäåëåíèå 48. ÌíîæåñòâîX ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè åãî íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê U1∪U2,
ãäå U1, U2 ⊂ X � íåïåðåñåêàþùèåñÿ íåïóñòûå îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà X.

Ïðåäëîæåíèå 36 Îòðåçêè, ïîëóèíòåðâàëû, èíòåðâàëû, ëó÷è â R è âñ¼ R ñâÿçíû.

Ïðåäëîæåíèå 37 Îáðàç ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè ñâÿçåí.

Ñëåäñòâèå 12 Ïóñòü D ⊂ Rn � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ D → R ïðè-
íèìàåò âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 49. Ìíîæåñòâî X ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åíûì, åñëè íàéä¼òñÿ C ∈ R, òàêîå ÷òî |x| < C
äëÿ x ∈ X.

Îïðåäåëåíèå 50. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì (ïî Ãåéíå), åñëè âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ýëåìåíòîâ X èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó èç X.
Îïðåäåëåíèå 51. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì (ïî Êîøè), åñëè äëÿ âñÿêîãî ïîêðûòèÿ X
îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Òåîðåìà 30 Äëÿ ïîäìíîæåñòâ Rn ñ íîðìîé, ýêâèâàëåíòíîé |x|∞, îïðåäåëåíèÿ êîìïàêòíîñòè ýêâèâà-
ëåíòíû, ïðè ýòîì ìíîæåñòâî êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.

Ïðåäëîæåíèå 38 Îáðàç êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè êîìïàêòåí.

Ñëåäñòâèå 13 Ïóñòü D ⊂ Rn êîìïàêòíî, f : D → Rn � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà f îãðàíè÷åíà, è
íàéäóòñÿ x−, x+ ∈ D, òàêèå ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ D âûïîëíåíî f(x−) 6 f(x) 6 f(x+).

Ëåììà 5 Âñÿêàÿ íîðìà íà Rn êàê îòîáðàæåíèå Rn → R íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî |x|∞.

Òåîðåìà 31 Ëþáûå äâå íîðìû íà Rn ýêâèâàëåíòíû.
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Äèôôåðåíöèàë.
Îïðåäåëåíèå 52. Äëÿ ôóíêöèè f : Kn → K è òî÷êè x ∈ Kn îïðåäåëèì ìíîæåñòâà ôóíêöèé Kn → Km

Ox(f) = {g | ∃C ∈ R, C > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀y : |y − x| < δ |g(y)| < C|f(y)|};
ox(f) = {g | ∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀y : |y − x| < δ |g(y)| < ε|f(y)|}.

Îïðåäåëåíèå 53. Ôóíêöèÿ F : Kn → Km íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x ∈ Kn, åñëè ñóùåñòâóåò
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A : Kn → Km, äëÿ êîòîðîãî F (y)− F (x)−A(y − x) ∈ ox(|y − x|).
Ïðåäëîæåíèå 39 Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A â îïðåäåëåíèè äèôôåðåíöèðóåìîñòè åäèíñòâåííî. Îíî íà-
çûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì F â òî÷êå x è îáîçíà÷àåòñÿ dxF .

Ïðåäëîæåíèå 40 Ôóíêöèÿ F äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x ñ äèôôåðåíöèàëîì dxF òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà

lim
y→x

F (y)− F (x)− dxF (y − x)
|y − x| = 0,

â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôóíêöèé K→ K Îïðåäåëåíèå 53 ðàâíîñèëüíî Îïðåäåëåíèþ 30.

Ïðåäëîæåíèå 41 Âñÿêàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ â x ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â x.

Ïðåäëîæåíèå 42 Äëÿ λ, µ ∈ K è ôóíêöèé F,G : Kn → Km, äèôôåðåíöèðóåìûõ â òî÷êå x, ôóíêöèÿ
λF + µG äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, è dx(λF + µG) = λ · dxF + µ · dxG.

Ïðåäëîæåíèå 43 Ïóñòü ôóíêöèè f : Kn → K è G : Kn → Km äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x. Òîãäà
ôóíêöèÿ fG äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x è dx(fG) = (dxf) · G(x) + f(x) · dxG (â ïðàâîé ÷àñòè ñêàëÿðû
óìíîæàåòñÿ íà îïåðàòîðû).

Ïðåäëîæåíèå 44 Ïóñòü F : Kn → Km äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, G : Km → Kl äèôôåðåíöèðóåìà â
òî÷êå F (x). Òîãäà èõ êîìïîçèöèÿ G ◦ F äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, è dx(G ◦ F ) = dF (x)G ◦ dxF .

Îïðåäåëåíèå 54. Äëÿ ôóíêöèè F (x1, . . . , xn) : Kn → Km îïðåäåëèì å¼ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂F
∂xi

: Kn →
Km êàê ïðåäåëû

lim
t→0

F (x1, . . . , xi−1, xi + t, xi+1, . . . , xn)− F (x1, . . . , xn)
t

.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ∂F
∂xi

� ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè F êàê ôóíêöèè îò xi ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ
îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Ïðåäëîæåíèå 45 Ïóñòü F = (F1, . . . , Fm) : Kn → Km äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x. Òîãäà å¼ äèôôåðåí-

öèàë dxF çàïèñûâàåòñÿ â ñòàíäàðòíûõ áàçèñàõ ìàòðèöåé ßêîáè




∂F1
∂x1

. . . ∂F1
∂xn... . . . ...

∂Fm

∂x1
. . . ∂Fm

∂xn


.

Òåîðåìà 32 Ïóñòü F = (F1, . . . , Fm) : Rn → Rm � ôóíêöèÿ, ó êîòîðîé ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂Fi

∂xj

îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x. Òîãäà F äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x.

Ïðåäëîæåíèå 46 Ïóñòü x � ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè F : Rn → R, ïðè ýòîì F äèôôåðåíöèðó-
åìà â x. Òîãäà dxF = 0.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (x, y) : Rm × Rn → Rn Îáîçíà÷èì Fx(x, y) : Rm → Rn è Fy(x, y) : Rn → Rn å¼
äèôôåðåíöèàë ïî ïåðåìåííûì x è y ñîîòâåòñòâåííî (òî åñòü îãðàíè÷åíèå d(x,y)F íà ñîîòâåòñòâóþùåå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî). Ïîñìîòðèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñèñòåìà óðàâíåíèé F (x, y) = 0 çàäà¼ò íåÿâíóþ ôóíêöèþ
y(x), òî åñòü îäíîçíà÷íî âûðàæàåò y ÷åðåç x.

Òåîðåìà 33 Ïóñòü F (x0, y0) = 0 è Fy(x0, y0) � íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå F íåïðåðûâíû â îêðåñòíîñòè (x0, y0). Òîãäà

(i) íàéä¼òñÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü U = Ux × Uy ⊂ Rm × Rn òî÷êè (x0, y0) è ôóíêöèÿ f : Ux → Uy,
òàêàÿ ÷òî äëÿ x ∈ Ux, y ∈ Uy ðàâíñòâî F (x, y) = 0 ðàâíîñèëüíî y = f(x);

(ii) ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà, è å¼ äèôôåðåíöèàë â òî÷êå x ðàâåí −Fy(x, y)−1Fx(x, y), ãäå
y = f(x).
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Äîêàçàòåëüñòâî óñòðîåíî òàê. Äëÿ (i) äîñòàòî÷íî íàéòè îêðåñòíîñòè Ux è Uy, ÷òîáû ñèñòåìà óðàâíåíèé
F (x, y) = 0 îò ïåðåìåííûõ y èìåëà áû ðîâíî îäíî ðåøåíèå â Uy ïðè ëþáîì x ∈ Ux. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå
F i

y(x, y) = (∂Fi

∂y1
(x, y), . . . , ∂Fi

∂yn
(x, y)) äëÿ ñòðîêè ìàòðèöû Fy(x, y).

Ëåììà 6 Íàéä¼òñÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü Vx×Vy òî÷êè (x0, y0), äëÿ òî÷åê (ai, bi) êîòîðîé ìàòðèöà,
ñîñòàâëåííàÿ èç ñòðîê F 1

y (a1, b1), . . . , Fn
y (an, bn), íåâûðîæäåíà.

Ëåììà 7 Ïóñòü F (x, y) = F (x, y′). Òîãäà äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 n íàéä¼òñÿ òàêîå bi ∈ Rn íà îòðåçêå
ìåæäó y è y′, ÷òî F i

y(x, bi)(y − y′) = 0 (â ëåâîé ÷àñòè � ïðîèçâåäåíèå ñòðîêè íà ñòîëáåö).

Ýòèì äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü òðåáóåìîãî ðåøåíèÿ â Vx × Vy. Âûáåðåì íîðìó íà Rm+n (óäîáíåå
âñåãî � ìàêñèìóì íîðì êîîðäèíàò) è Rn (åâêëèäîâó íîðìó äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè âíå íà÷àëà êîîð-
äèíàò). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà B(x, r) = {(x, y)| |y − y0| 6 r} è S(x, r) = {(x, y)| |y − y0| = r}. Âûáåðåì r,
÷òîáû øàðû B(x, r) öåëèêîì ëåæàëè â {x} × Vy. Ïóñòü µ > 0 � ìèíèìóì |F (x, y)| íà S(x0, r).

Ëåììà 8 Ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü Ux ⊂ Vx, ñîäåðæàùàÿ x0, òàêàÿ ÷òî äëÿ x ∈ Ux âûïîë-
íåíî |F (x, y0)| < µ/2, à äëÿ âñåõ y ∈ S(x, r) âûïîëíåíî |F (x, y)| > µ/2.

Â êà÷åñòâå Uy âîçüì¼ì {y| |y − y0| < r}. Ðàññìîòðèì ìèíèìóì |F (x, y)| íà B(x, r). Ïî Ëåììå 8 îí
äîñòèãàåòñÿ íå íà ãðàíèöå. Åñëè îí íå ðàâåí íóëþ, òî ôóíêöèÿ |F (x, y)| äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå,
è å¼ äèôôåðåíöèàë ðàâåí íóëþ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò Ëåììå 6. Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîì øàðå B(x, r) ïðè
x ∈ Ux íàéä¼òñÿ òðåáóåìîå ðåøåíèå.

Óòâåðæäåíèå î äèôôåðåíöèðóåìîñòè è ïðîèçâîäíûõ íåÿâíîé ôóíêöèè âûâîäèòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðå-
õîäîì èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 9 Ïóñòü F (x, y) = F (x + ∆x, y + ∆y). Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå (ai, bi) íà îòðåçêå ìåæäó (x, y) è
(x+ ∆x, y + ∆y), ÷òî F i

x(ai, bi)∆x+ F i
y(ai, bi)∆y = 0.

Ñëåäñòâèå 14 Ïóñòü F : Rn → Rn � ôóíêöèÿ ñ íåïðåðûâíûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè â îêðåñòíî-
ñòè x0, ïðè÷¼ì dx0F íåâûðîæäåí. Òîãäà íàéä¼òñÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü U ⊂ Rn, ñîäåðæàùàÿ x0, è
ôóíêöèÿ G : F (U) → U , îáðàòíàÿ ê F . Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ G äèôôåðåíöèðóåìà, è dF (x)G = (dxF )−1.

Ïðåäëîæåíèå 47 Ïóñòü ôóíêöèÿ F : Rn → Rm èìååò íåïðåðûâíûå âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.
Òîãäà

∂

∂xi

∂

∂xj
F =

∂

∂xj

∂

∂xi
F.

Âûðàæåíèÿ â ýòîì ðàâåíñòâå îáû÷íî çàïèñûâàþò êàê ∂2F
∂xixj

.

Îïðåäåëåíèå 55. Äëÿ ôóíêöèè F : Rn → Rm îïðåäåëèì âûñøèé äèôôåðåíöèàë d
(k)
x F : (Rn)k → Rm

èíäóêòèâíî: d(1)
x F = dxF , à d(k+1)

x F � äèôôåðåíöèàë d(k)
x F ïî ïåðåìåííîé x.

Ïðåäëîæåíèå 48 Ôóíêöèÿ d(k)
x F ëèíåéíà ïî êàæäîìó èç k àðãóìåíòîâ, íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå

àðãóìåíòîâ, è çíà÷åíèå íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ d(k)
x F (ei1 , . . . , eik

) ðàâíî ∂kF
∂xi1 ...xik

.

Äëÿ ôóíêöèè F : Rn → R, ó êîòîðîé ñóùåñòâóåò d(k)
0 F , îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí

P
(k)
F (x1, . . . , xn) =

∑

k1+···+kn6k

1
k1! . . . kn!

∂k1+···+knf

∂xk1
1 . . . xkn

n

xk1
1 . . . xkn

n .

Ïåðâûå k äèôôåðåíöèàëîâ P (k)
F ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè äèôôåðåíöèàëàìè F .

Òåîðåìà 34 (i) Èìååì F (x)− P
(k)
F (x) ∈ o0(|x|k).

(ii) Ïóñòü d
(k+1)
x F îïðåäåë¼í è íåïðåðûâåí â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò. Òîãäà äëÿ

êàæäîãî x â ýòîé îêðåñòíîñòè íàéä¼òñÿ t ∈ (0, 1), äëÿ êîòîðîãî

F (x)− P
(k)
F (x) =

d
(k+1)
tx F (x, . . . , x)

(n+ 1)!
.

(iii) Ïóñòü d
(k+1)
x F îïðåäåë¼í è íåïðåðûâåí â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò. Òîãäà äëÿ

êàæäîãî x â ýòîé îêðåñòíîñòè íàéä¼òñÿ t ∈ (0, 1), äëÿ êîòîðîãî

F (x)− P
(k)
F (x) =

(1− t)kd
(k+1)
tx F (x, . . . , x)
n!

.


