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Ïëîñêèå çàäà÷è
Çàäà÷à 1. Âû÷èñëèòå ∂m+nf

∂xn∂ym äëÿ
a) f = 1

x−y ;
b) f = exy.
Çàäà÷à 2. Ïîñòðîéòå íà ïëîñêîñòè ãðàôèêè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûõ ôóíê-
öèé. Âûäåëèòå îäíîçíà÷íûå âåòâè y(x) è íàèäèòå äëÿ íèõ èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè è
âûïóêëîñòè.
a)x = 2t− t2, y = 3t− t3;
b)x = 3t

1+t3
, y = 3t2

1+t3
;

c)x = cos(2t), y = sin(3t);
d)x = t ln(t), y = ln(t)/t.
Çàäà÷à 3. Ïîñòðîéòå íà ïëîñêîñòè ãðàôèêè ñëåäóþùèõ íåÿâíî çàäàííûõ ôóíêöèé. Âû-
äåëèòå îäíîçíà÷íûå âåòâè y(x) è íàèäèòå äëÿ íèõ èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè.
a)x3 + y3 = 3xy;
b) ex+y = xy;
c∗)xy = yx.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü êðèâàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì F (x, y) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå ýòîé
êðèâîé O = (x0, y0) äèôôåðåíöèàë F îòëè÷åí îò íóëÿ.
a) Çàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé â òî÷êå O ÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå F .
b)Ïóñòü íà ïëîñêîñòè äàíû òî÷êè A è B. Ðàññìîòðèì ñóììó ðàññòîÿíèé îò òî÷åê A è
B äî òî÷êè êðèâîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå èëè ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå â òî÷êå O. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå ÷åðåç AO è BO îáðàçóþò ñ êàñàòåëüíîé â O
îäèíàêîâûå óãëû.
Çàäà÷à 5∗. Ïóñòü êðèâàÿ çàäàíà íåÿâíûì óðàâíåíèåì F (x, y) = 0. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ
äëÿ ïðîèçâîäíûõ Fa = ∂F

∂a
, Fab = ∂2F

∂a∂b
, ãäå a è b ðàâíû x èëè y.

a∗)Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ïåðåãèáà ýòîé êðèâîé óäîâëåòâîðÿþò äîïîëíèòåëüíîìó óðàâíå-
íèþ

FxxF
2
y − 2FxyFxFy + FyyF

2
x = 0.

b∗)Ïóñòü F (x, y) = 0, Fx(x, y) = 0, Fy(x, y) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå
Fxx(x, y) + 2Fxy(x, y)t+ Fyy(x, y)t

2 = 0

èìååò äâà ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ ðåøåíèÿ t1 è t2. Äîêàæèòå, ÷òî â òî÷êó (x, y) âõîäÿò
äâå îäíîçíà÷íûå âåòâè íåÿâíîé ôóíêöèè ïîä óãëàìè, òàíãåíñ êîòîðûõ ðàâåí t1 è t2.
c∗)Êàê ìîæåò âûãëÿäåòü ãðàôèê íåÿâíîé ôóíêöèè, êîãäà t1 è t2 ñîâïàäóò?
Çàäà÷à 6. Ðàññìîòðèì ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò x = r cosφ, y = r sinφ.
a) Çàïèøèòå ∂

∂r
è ∂

∂φ
÷åðåç ∂

∂x
è ∂

∂y
.

b) Çàïèøèòå ∂
∂x

è ∂
∂y

÷åðåç ∂
∂r

è ∂
∂φ
.

c) Çàïèøèòå îïåðàòîð Ëàïëàñà ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2
÷åðåç ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïî r è φ.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü u è v çàäàíû íà ïëîñêîñòè ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè. Âû÷èñëèòå
(âûðàçèòå ÷åðåç x è y) ïðîèçâîäíûå u è v ïî x è y, à òàêæå ∂2u

∂x∂y
.

a)xy − yv = 0, yu+ xv = 1;
b)u+ v = x+ y, sin(u)

sin(v)
= x

y
.

Çàäà÷à 8∗. Äîêàæèòå, ÷òî ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè îò x è y áóäóò ãàðìîíè÷åñêèìè äëÿ
íîâûõ ïåðåìåííûõ u è v, çàäàííûõ ôóíêöèÿìè x = φ(u, v), y = ψ(u, v), óäîâëåòâîðÿþùèìè
óñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà ∂φ

∂u
= ∂ψ

∂v
, ∂φ
∂v

= −∂ψ
∂u
.


