
çÅÏÍÅÔÒÉÑ, ÔÒÅÔÉÊ ÍÏÄÕÌØ, ÌÉÓÔÏË 13 8 ÍÁÒÔÁ 2011 Ç.òÅÛ£ÔËÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É ÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÇÒÕ��ÁïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. C = C ∪ {∞} = CP
1 | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ; H = {z ∈ C | Im z > 0} |×ÅÒÈÎÑÑ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÂÅÚ ÇÒÁÎÉ�Ù).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.ðÕÓÔØ v1; : : : ; vn | ÂÁÚÉÓ × ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn. òÅÛ£ÔËÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÅËÔÏÒÏ× ×ÉÄÁ k1v1 + · · ·+ knvn, ÇÄÅ k1; : : : ; kn ∈ Z.13.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×Á ÂÁÚÉÓÁ × Rn ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÒÅÛ£ÔËÕ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÍÁÔÒÉ�Á �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ GLn(Z) (Ô.Å. Å£ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÒÁ×ÅÎ ±1, Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ), �ÒÉÞ£Í ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÂÁÚÉÓÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ, ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á �ÅÒÅÈÏÄÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ SLn(Z).13.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛ£ÔÏË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R2, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×Ì£ÎÎÏÊ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C. îÁÚÏ×£Í Ä×Å ÒÅÛ£ÔËÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ �ÅÒÅ-×ÏÄÉÔÓÑ × ÄÒÕÇÕÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÒÅÛ£ÔËÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÒÅÛ£ÔËÅ, �ÏÒÏÖÄ£Î-ÎÏÊ 1 É !, ÇÄÅ ! ∈ H.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÅÛ£ÔËÁ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (1; !), ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÒÅÛ£ÔËÅ, �Ï-ÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (1; !′), ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÔÒÉ�Á g =

(a b
 d) ∈ SL2(Z), ÞÔÏ !′ = a!+b
!+d .13.3. ðÕÓÔØ g = (a b
 d) | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ SL2(R). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : C → C�Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ: z 7→ g(z) = az+b
z+d .Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù SL2(R) ÎÁ C.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÎÅÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ g ∈SL2(R), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : C → C ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÅÓÔØ {±E},ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ E ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷Ó�ÏÍÎÉÔÅ ÌÉÓÔÏË 10.13.4. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ Im g(z) ÞÅÒÅÚ Im z É ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù g. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ×ÅÒÈÎÑÑ�ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ H ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù SL2(R) (Á ÚÎÁÞÉÔ, É SL2(Z)).òÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 13.2Â) ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛ£ÔÏË Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÊÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÏÒÂÉÔ ÇÒÕ��Ù SL2(Z), ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÎÁ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ. éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ �ÏÄÒÏÂÎÅÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��Á G = SL2(Z)={±E} (ÜÔÁ ÇÒÕ��Á ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁ-ÅÔÓÑ PSL2(Z)). íÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË D = {z ∈ H | |Re z| ≤ 12 ; |z| ≥ 1}.13.5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Ù S = (0 −11 0 ) É T = (1 10 1). îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÏÂÌÁÓÔØ D É Å£ ÏÂÒÁÚÙ �ÏÄÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× S, T , T−1, ST , TS, ST−1, T−1S, STS.13.6. îÁÊÄÉÔÅ �ÏÒÑÄËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× S É ST ÇÒÕ��Ù G.13.7. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ z 7→ z−iz+i �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ×ÅÒÈÎÀÀ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ.Â) îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, × ËÏÔÏÒÙÅ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÅÒÅ×ÅÄ£Ô ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁ-ÄÁÞÉ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G′ �ÏÄÇÒÕ��Õ × G, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÕÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ S É T .13.8. Á) ðÕÓÔØ z ∈ H. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {Im g(z) | g ∈ G′} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ É ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ Ó×ÏÀ ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ H ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G′, ÞÔÏ g(z) ∈ D.



13.9. ðÕÓÔØ z; z′ | Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÉÚD, ÓÒÁ×ÎÉÍÙÅ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÇÒÕ��Ù G (Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G, ÞÔÏ g(z) = z′. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÌÉÂÏ Re z = ±1=2 É z = z′ ± 1, ÌÉÂÏ
|z| = 1 É z′ = −1=z.13.10. Á) ðÕÓÔØ z ∈ D, É Gz = {g ∈ G | g(z) = z} | ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÔÏÞËÉ z × ÇÒÕ��Å G.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ z ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ i, e�i=3 É e2�i=3, ÔÏ Gz = {E}. (÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÙ×ÓÅÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË ÏÂÌÁÓÔÉ D ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙ).Â) ï�ÉÛÉÔÅ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÙ ÔÏÞÅË i, e�i=3 É e2�i=3 × ÇÒÕ��Å G.13.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á G′ = 〈S; T 〉 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÊ ÇÒÕ��ÏÊ G.õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ g| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù G. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÚÁÄÁÞÉ 13.8Â) É 13.10Á), ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g′ ∈ G′, ÞÔÏ g′g = E.éÔÁË, × ÚÁÄÁÞÁÈ 13.8Â), 13.10Á) É 13.11 ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ D Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù G ÎÁ H: ×ÓÑËÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÇÒÕ��Ù G �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó D, �ÒÉÞ£Í ÏÒÂÉÔÙ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈÔÏÞÅË ÉÚ D �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Ó D ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.íÏÒÁÌØ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÅÛ£ÔÏË × R

2 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑÏÂÌÁÓÔØ D, ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉ�Ù ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÙ Ï�ÉÓÁÎÎÙÍ × ÚÁÄÁÞÅ 13.9 ÏÂÒÁÚÏÍ.

(8 ÍÁÒÔÁ 2011 Ç., ÓÔÒ. 2)


