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6.1 Ðàçáèåíèÿ è ðàçëîæåíèÿ

Íàéäåì, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷èñëî n â âèäå ñóììû
íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ.

Äâà ïðåäñòàâëåíèÿ

n = a1 + · · ·+ ak = b1 + · · ·+ bk

áóäåì ñ÷èòàòü ðàçëè÷íûìè, åñëè ai ̸= bi õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èíäåêñà i,
1 ≤ i ≤ k. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà n áóäåì íàçûâàòü åãî ðàçëîæåíèåì.

Óòâåðæäåíèå 6.1.1. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèé ÷èñëà n â ñóììó k
öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ ðàâíî

(
n+k−1
k−1

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ñåáå ÷èñëî n â âèäå íàáîðà èç n îäè-
íàêîâûõ øàðèêîâ, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé. Êàæäîìó ðàçëîæåíèþ ÷èñëà n â
ñóììó k ñëàãàåìûõ ñîïîñòàâèì ðàññòàíîâêó k − 1 ïàëî÷åê ìåæäó øàðèêà-
ìè. Ïàëî÷êè çàíóìåðîâàíû ñëåâà íàïðàâî ÷èñëàìè îò 1 äî k − 1. Ýëåìåíò
ai ðàçëîæåíèÿ ðàâåí ÷èñëó øàðèêîâ ìåæäó ïàëî÷êàìè ñ íîìåðàìè i − 1 è
i. Âìåñòå ïàëî÷êè è øàðèêè ñîñòàâëÿþò n+k− 1 ïðåäìåò. Ïðè ýòîì íàçíà-
÷èòü k−1 ïðåäìåò ïàëî÷êàìè ìîæíî ðîâíî

(
n+k−1
k−1

)
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Íåñëîæíî âûïèñàòü è ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñëà ðàçëîæåíèé.

Ïî ñóòè äåëà, ìû óæå ñäåëàëè ýòî â ïåðâîé ãëàâå.

Óòâåðæäåíèå 6.1.2. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà ðàçëîæåíèé íà k
ñëàãàåìûõ èìååò âèä

Bk(s) =
∞∑

n=0

(
n+ k − 1

k − 1

)
sn = (1− s)−k.

Ñëîæíåå ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n. Ðàçáèåíèåì ìû áóäåì
íàçûâàòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçëîæåíèé, íè îäíî èç ñëàãàåìûõ â êîòî-
ðûõ íå ðàâíî íóëþ. Ïðè ýòîì äâà ðàçëîæåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè îäíî ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîãî ïåðåñòàíîâêîé ñëàãàåìûõ.

Âîò âñå ðàçáèåíèÿ ìàëåíüêèõ ÷èñåë:

n = 1 1
n = 2 2 =1+1
n = 3 3 =2+1=1+1+1
n = 4 4 =3+1=2+2=2+1+1=1+1+1+1
n = 5 5 =4+1=3+2=3+1+1

=2+2+1=2+1+1+1=1+1+1+1+1

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî êàæäîå ðàçáèåíèå â òàáëèöå çàïèñàíî â ïî-
ðÿäêå óáûâàíèÿ ñëàãàåìûõ.

Îáîçíà÷èâ ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n ÷åðåç pn, ïîëó÷àåì òàáëèöó íà÷àëü-
íûõ çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè pn:
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n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
pn 1 1 2 3 5 7 11 15 22

Íàøà áëèæàéøàÿ çàäà÷à � íàéòè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè pn. Äëÿ ýòîãî ïîäñ÷èòàåì ñíà÷àëà ÷èñëî ðàçáèåíèé íà ÷àñòè,
óäîâëåòâîðÿþùèå íåêîòîðûì îãðàíè÷åíèÿì. Ïóñòü P1(s) � ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ äëÿ ðàçáèåíèé íà ÷àñòè, ðàâíûå 1. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî
÷èñëà òàêîå ðàçáèåíèå åäèíñòâåííî, ïîýòîìó

P1(s) = 1 + s+ s2 + s3 + · · · = 1

1− s
.

×èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà ÷àñòè, ðàâíûå 2, ðàâíî 1 äëÿ ÷åòíûõ n è
ðàâíî íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîýòîìó

P2(s) = 1 + s2 + s4 + s6 + · · · = 1

1− s2

� ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ, ïåðå÷èñëÿþùàÿ ðàçáèåíèÿ íà ÷àñòè, ðàâíûå 2.
Ðàçáèåíèÿ íà ÷àñòè, íå ïðåâîñõîäÿùèå äâóõ, îïèñûâàþòñÿ ïðîèçâîäÿùåé

ôóíêöèåé P1(s)P2(s). Äåéñòâèòåëüíî, êîýôôèöèåíò ïðè sn â ýòîì ïðîèçâå-
äåíèè ðàâåí êîëè÷åñòâó ïðåäñòàâëåíèé ÷èñëà n â âèäå ñóììû n = k1 + 2k2,
ò.å. ÷èñëó ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà k1 åäèíèö è k2 äâîåê. Òåì ñàìûì, ïðîèç-
âîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ðàçáèåíèé íà ÷àñòè, íå ïðåâîñõîäÿùèå äâóõ, èìååò
âèä

P1(s)P2(s) =
1

(1− s)(1− s2)
.

Àíàëîãè÷íî, ðàçáèåíèÿ íà ÷àñòè, ðàâíûå òðåì, ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïðîèçâî-
äÿùåé ôóíêöèåé P3(s) = 1/(1−s3), à ðàçáèåíèÿ íà ÷àñòè, íå ïðåâîñõîäÿùèå
òðåõ, îïèñûâàþòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

P1(s)P2(s)P3(s) =
1

(1− s)(1− s2)(1− s3)
.

Ïðîäîëæàÿ ýòî ðàññóæäåíèå, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 6.1.3 (Ýéëåð). Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà ðàçáèåíèé ÷èñ-
ëà n èìååò âèä

P (s) =
1

(1− s)(1− s2)(1− s3)(1− s4) . . .
. (6.1)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèäàòü óòâåðæäåíèþ òåîðåìû ñìûñë, íåîáõîäèìî ïî-
ÿñíèòü, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì, ñòîÿùèì â çíàìå-
íàòåëå ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (6.1). Ýòî ïðîèçâåäåíèå äîëæíî áûòü ôîð-
ìàëüíûì ñòåïåííûì ðÿäîì

Q(s) = q0 + q1s+ q2s
2 + · · · = (1− s)(1− s2)(1− s3) . . . . (6.2)
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñêàçàòü, ÷åìó ðàâíû êîýôôèöèåíòû q0, q1, q2, . . . áåñêîíå÷-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîñìîòðèì ñíà÷àëà íà êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ:

1− s = 1− s
(1− s)(1− s2) = 1− s −s2 +s3

(1− s)(1− s2)(1− s3) = 1− s −s2 +s4 +s5 −s6

(1− s) . . . (1− s4) = 1− s −s2 +2s5 + . . .
(1− s) . . . (1− s5) = 1− s −s2 +s5 + . . .

Âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû â ýòèõ êîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèÿõ �ñòàáèëèçè-
ðóþòñÿ� � íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà ïåðåñòàþò èçìåíÿòüñÿ (ñòàáèëèçè-
ðóþùèåñÿ ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ âûäåëåíû). Ýòî è íåóäèâèòåëüíî: óìíîæåíèå
íà 1 − sk íå ìåíÿåò êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà ïðè ñòåïåíÿõ, ìåíüøèõ k.
Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðîñòî ïîëîæèòü qk ðàâíûì êîýôôèöèåíòó ïðè sk â
ìíîãî÷ëåíå (1− s)(1− s2) . . . (1− sk).

Òåïåðü ìû ìîæåì âûïèñàòü àíàëîãè÷íûå áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ è
äëÿ ðàçáèåíèé ñ ðàçëè÷íûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

Òàê, ÷èñëî ðàçáèåíèé íà ðàçëè÷íûå ñëàãàåìûå äàåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèåé

(1 + s)(1 + s2)(1 + s3) . . . ,

ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ðàçáèåíèé íà ðàçëè÷íûå íå÷åòíûå ñëàãàåìûå
èìååò âèä

(1 + s)(1 + s3)(1 + s5) . . . ,

à ðàçáèåíèÿ íà ïðîèçâîëüíûå íå÷åòíûå ñëàãàåìûå ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïðîèçâî-
äÿùåé ôóíêöèåé

1

(1− s)(1− s3)(1− s5) . . .
,

è ò.ä.
Ðàçáèåíèÿ òåñíî ñâÿçàíû ñ àëãåáðîé ìíîãî÷ëåíîâ. Ðàññìîòðèì êîëüöî

ìíîãî÷ëåíîâ C[x1, x2, x3, . . . ] îò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ïåðåìåííîé xi ïðèïèñàí âåñ i è ÷òî ïðè ïåðåìíîæåíèè ïåðåìåííûõ
èõ âåñà ñêëàäûâàþòñÿ. Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî ìîíîìîâ âåñà n, ò.å. ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ âåñà n.

Ïðè n = 1 òàêîé ìîíîì âñåãî îäèí � ýòî ìîíîì x1. Ïðè n = 2 èìååòñÿ
äâà ìîíîìà âåñà n � ýòî x2

1 è x2. ×èñëî ìîíîìîâ âåñà 3 ðàâíî òðåì, ýòî x3
1,

x1x2 è x3. Âîîáùå, ÷èñëî ìîíîìîâ âåñà n ðàâíî pn. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîìó
ìîíîìó âåñà n ìîæíî ñîïîñòàâèòü ðàçáèåíèå ÷èñëà n ïî ñëåäóþùåìó ïðà-
âèëó: ÷èñëî ñëàãàåìûõ i â ðàçáèåíèè ðàâíî ñòåïåíè âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé
xi â ìîíîì. ßñíî, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî.

Âîò ïîëåçíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðàçáèåíèé. Êàæäîå ðàç-
áèåíèå óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå òàáëèöû Ôåððå èëè òàáëèöû Þíãà

(ðèñ. 6.1). Èçîáðàæåííûå íà ýòîì ðèñóíêå òàáëèöû ñîîòâåòñòâóþò ðàçáè-
åíèþ 5+4+4+2+1 ÷èñëà 16. Êàæäàÿ ñòðî÷êà òàáëèöû ñîäåðæèò ñòîëüêî
ýëåìåíòîâ, êàêîâî ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå ðàçáèåíèÿ.

Èñïîëüçóÿ òàáëèöû Ôåððå èëè Þíãà, ìîæíî äîêàçûâàòü ðàçëè÷íûå
ñâîéñòâà ðàçáèåíèé. Íàïðèìåð, íà òàáëèöàõ Þíãà äåéñòâóåò åñòåñòâåííàÿ
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Ðèñ. 6.1: Òàáëèöû Ôåððå à) è Þíãà á)

èíâîëþöèÿ � îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè. Íåêîòîðûå òàáëèöû ïðè
òàêîì îòðàæåíèè ïåðåõîäÿò â ñåáÿ (ñì. ðèñ. 6.2). Òàêèå òàáëèöû (è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì ðàçáèåíèÿ) áóäåì íàçûâàòü ñèììåòðè÷íûìè.

Ðèñ. 6.2: Ñèììåòðè÷íàÿ òàáëèöà Þíãà à) è öåíòðàëüíûå êðþêè â íåé á)

Äîêàæåì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íûõ ðàçáèåíèé.

Óòâåðæäåíèå 6.1.4. ×èñëî ñèììåòðè÷íûõ ðàçáèåíèé ÷èñëà n ðàâíî ÷èñ-

ëó åãî ðàçáèåíèé íà ðàçëè÷íûå íå÷åòíûå ñëàãàåìûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé
ñèììåòðè÷íîé òàáëèöå òàáëèöó, ñîñòàâëåííóþ èç åå �öåíòðàëüíûõ êðþêîâ�
(ñì. ðèñ. 6.2 á)). ×èñëî êëåòîê â êàæäîì öåíòðàëüíîì êðþêå ñèììåòðè÷íîé
òàáëèöû íå÷åòíî, è ýòè ÷èñëà ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Íàîáîðîò, âçÿâ òàáëèöó,
ñîñòàâëåííóþ èç ñòðîê ðàçëè÷íîé íå÷åòíîé äëèíû, ìû ìîæåì �ñëîìàòü�
êàæäóþ òàêóþ ñòðî÷êó ïîñåðåäèíå è ñîñòàâèòü èç ïîëó÷èâøèõñÿ êðþêîâ
ñèììåòðè÷íóþ äèàãðàììó.
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6.2 Òîæäåñòâî Ýéëåðà

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ Q, çàäàâàåìàÿ ðàâåíñòâîì (6.2), îêàçûâàåòñÿ î÷åíü
èíòåðåñíîé. Ýéëåð ïðîäîëæèë âû÷èñëåíèå åå êîýôôèöèåíòîâ è ïîëó÷èë

Q(s) = 1− s− s2 + s5 + s7 − s12 − s15 + s22 + s26

−s35 − s40 + s51 + s57 − s70 − s77 + s92 + s100 − . . .

Âèäíî, ÷òî ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ â âû÷èñëåííûõ ÷ëåíàõ âñòðå÷àþòñÿ òîëü-
êî íóëè, åäèíèöû è ìèíóñ åäèíèöû. Íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû ñòîÿò íà
íåêîòîðûõ âïîëíå îïðåäåëåííûõ ìåñòàõ è çíàêè ïðè åäèíèöàõ ïîïàðíî ÷å-
ðåäóþòñÿ. Ýòè íàáëþäåíèÿ ïðèâåëè Ýéëåðà ê ãèïîòåçå, êîòîðóþ ìû ñôîð-
ìóëèðóåì â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 6.2.1 (Òîæäåñòâî Ýéëåðà).

Q(s) = 1 +

∞∑
k=1

(−1)k
(
s

3k2−k
2 + s

3k2+k
2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê ðÿä

Q(s) = (1− s)(1− s2)(1− s3) . . .

ñîäåðæèò òå æå ÷ëåíû, ÷òî è ðÿä äëÿ ÷èñëà ðàçáèåíèé ñ ðàçëè÷íûìè ñëà-
ãàåìûìè

(1 + s)(1 + s2)(1 + s3) . . . .

Îäíàêî íåêîòîðûå ÷ëåíû ïðè ýòîì âõîäÿò ñî çíàêîì ïëþñ, à íåêîòîðûå ñî
çíàêîì ìèíóñ. Çíàê ïëþñ èìåþò ÷ëåíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáèåíèÿì íà
÷åòíîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ, à çíàê ìèíóñ � ÷ëåíû, îòâå÷àþùèå ðàçáèåíèÿì
íà íå÷åòíîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ. Ìû äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n
íà ÷åòíîå è íå÷åòíîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ îäèíàêîâî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé n êðîìå
íåêîòîðûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ.

Ïðåäñòàâèì êàæäîå ðàçáèåíèå â âèäå òàáëèöû Þíãà. Âàæíóþ ðîëü â
äîêàçàòåëüñòâå áóäóò èãðàòü íèæíÿÿ ñòðî÷êà òàáëèöû è åå �áîêîâàÿ äèàãî-
íàëü� (ñì. ðèñ. 6.3).

Ïóñòü l �äëèíà íèæíåé ñòðî÷êè, d � äëèíà äèàãîíàëè, k � ÷èñëî ñòðî-
÷åê â òàáëèöå, ò.å. ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ðàçáèåíèè. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
ìíîæåñòâà òàáëèö, âñå ñòðî÷êè â êîòîðûõ èìåþò ðàçíóþ äëèíó, â ñåáÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

• åñëè l < d, òî îòðåæåì îò òàáëèöû íèæíþþ ñòðî÷êó è ïðèêëåèì åå ê
äèàãîíàëè;

• åñëè l = d < k, òî ïðîäåëàåì òî æå ñàìîå;
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Ðèñ. 6.3: Íèæíÿÿ ñòðî÷êà è áîêîâàÿ äèàãîíàëü òàáëèöû Þíãà

• åñëè l > d è k > l, òî íàîáîðîò, îòðåæåì äèàãîíàëü è ïðèêëåèì åå
íèæå íèæíåé ñòðî÷êè.

Ñ îñòàëüíûìè (èñêëþ÷èòåëüíûìè) òàáëèöàìè íå áóäåì äåëàòü íè÷åãî.
Íàøå îòîáðàæåíèå ìåíÿåò ÷åòíîñòü ÷èñëà ñòðîê â òàáëèöå, ò.å. ÷åòíîñòü

÷èñëà ñëàãàåìûõ â ðàçáèåíèè, äëÿ âñåõ íåèñêëþ÷èòåëüíûõ äèàãðàìì. Ïî-
ýòîìó åñëè íåèñêëþ÷èòåëüíûõ òàáëèö ñ ÷èñëîì êëåòîê n íåò âîîáùå, òî
êîýôôèöèåíò ïðè sn â ðàçëîæåíèè Q(s) ðàâåí íóëþ.

Èñêëþ÷èòåëüíûå äèàãðàììû âûäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè

k = l = d èëè k = d, l = k + 1.

Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì

n = k + (k + 1) + (k + 2) + · · ·+ (2k − 1) =
3k2 − k

2
;

âî âòîðîì �

n = (k + 1) + (k + 2) + · · ·+ 2k =
3k2 + k

2
.

Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ èñêëþ÷èòåëüíàÿ äèàãðàììà åäèíñòâåííà. Òîæ-
äåñòâî Ýéëåðà äîêàçàíî.

Òîæäåñòâî Ýéëåðà äàåò ýôôåêòèâíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà ðàçáè-
åíèé ÷èñëà n. Èìåííî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå.

Óòâåðæäåíèå 6.2.2.

pn = pn−1 + pn−2 − pn−5 − pn−7 + pn−12 + pn−15 − . . . .

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå ðàâåíñòâà

P (s)Q(s) = 1.

Ïîëó÷åííîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå íàøëî çàìå÷àòåëüíîå ïðèìåíå-
íèå â �ëèíåéêå Ôóêñà�1.

1Êâàíò, 8 (1981), ñ. 15
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�Ýòà ôîðìóëà ïîçâîëÿåò áûñòðî ñîñòàâèòü äîâîëüíî äëèííóþ òàáëèöó
÷èñåë pn. Âîò ïðàêòè÷åñêèé ñîâåò, êàê ýòî ñäåëàòü. Âîçüìèòå ëèñò êëåò-
÷àòîé áóìàãè � ëó÷øå âñåãî äâîéíîé òåòðàäíûé ëèñò. Îòðåæüòå âäîëü åãî
äëèííîé ñòîðîíû ïîëîñêó øèðèíîé 3-4 êëåòêè. Ïîëîæèòå ýòó ïîëîñêó ïåðåä
ñîáîé âåðòèêàëüíî è ó ëåâîãî ñðåçà â íèæíåé êëåòêå ïîñòàâüòå êàêîé-íèáóäü
çíàê, ñêàæåì çâåçäî÷êó. Çàòåì, äâèãàÿñü ââåðõ, ïîñòàâüòå â ïåðâîé êëåòêå
+, âî âòîðîé +, â ïÿòîé −, â ñåäüìîé −, â äâåíàäöàòîé +, â ïÿòíàäöàòîé
+ è ò.ä., íàñêîëüêî õâàòèò äëèíû ïîëîñêè. Îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ëèñòà òàê
æå ïîëîæèòå ïåðåä ñîáîé âåðòèêàëüíî è, îòñòóïÿ 10-15 êëåòîê îò åå ëåâîãî
ñðåçà, ïðîâåäèòå íà íåé âåðòèêàëüíóþ ÷åðòó � ñâåðõó äîíèçó. Â êëåòêè,
ïðèëåãàþùèå ê ÷åðòå ñëåâà, äâèãàÿñü ñâåðõó âíèç, âïèøèòå èçâåñòíûå âàì
÷èñëà pn, íà÷èíàÿ ñ p0: 1, 1, 2, 3, 5, 7. ×òîáû íàéòè ñëåäóþùåå çíà÷åíèå,
ïðèëîæèòå îòðåçàííóþ ïîëîñêó ñïðàâà ê âåðòèêàëüíîé ÷åðòå òàê, ÷òîáû
çâåçäî÷êà îêàçàëàñü ïðîòèâ ïåðâîé ïóñòîé êëåòêè. Òåïåðü èç ñóììû ÷èñåë,
ñòîÿùèõ ïðîòèâ ïëþñîâ, âû÷òèòå ñóììó ÷èñåë, ñòîÿùèõ ïðîòèâ ìèíóñîâ.
×òî ïîëó÷èòñÿ � âïèøèòå â êëåòêó ïðîòèâ çâåçäî÷êè: ýòî ñëåäóþùåå çíà-
÷åíèå ôóíêöèè pn. Îïóñòèòå ïîëîñêó íà îäíó êëåòêó âíèç è ïîâòîðèòå òî
æå ñàìîå. È òàê äàëåå. ×åðåç íåñêîëüêî ìèíóò âû ïîëó÷èòå êîëîíêó ÷èñåë
pn âûñîòîé â âàø ëèñò.�

6.3 Ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ â òðåóãîëüíèêå Ìîö-

êèíà ñ êðàòíîñòÿìè

Ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ ëåã÷å ïîääàþòñÿ îïèñàíèþ, ÷åì ðàçáèåíèÿ ÷èñåë.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Nn = {1, 2, . . . , n} íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî

n. Ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà Nn íàçûâàåòñÿ åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå îáúåäè-
íåíèÿ íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî N3

äîïóñêàåò ïÿòü ðàçáèåíèé:

{{1, 2, 3}}, {{1, 2}, {3}}, {{1, 3}, {2}}, {{2, 3}, {1}}, {{1}, {2}, {3}}.

×èñëî ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà Nn îáîçíà÷èì ÷åðåç p̃n è çàéìåìñÿ èçó÷åíèåì
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

P̃ (s) = p̃0 + p̃1s+ p̃2s
2 + . . .

(ìû ïîëàãàåì, ïî îïðåäåëåíèþ, p̃0 = 1).
Êàæäîìó ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà Nn ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîïî-

ñòàâèòü ðàçáèåíèå ÷èñëà n. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðåäñòàâèòü n â âèäå ñóììû
êîëè÷åñòâ ýëåìåíòîâ â êàæäîì èç ìíîæåñòâ ðàçáèåíèÿ. Íåòðóäíî ïîäñ÷è-
òàòü è ÷èñëî ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà Nn, îòâå÷àþùèõ äàííîìó ðàçáèåíèþ

n = n1 + n2 + · · ·+ nk

÷èñëà n. Ýëåìåíòû ïåðâîãî ìíîæåñòâà ìîæíî âûáðàòü
(
n
n1

)
ñïîñîáàìè; ïî-

ñëå ýòîãî ýëåìåíòû âòîðîãî ìíîæåñòâà ìîæíî âûáðàòü
(
n−n1

n2

)
ñïîñîáàìè è
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ò.ä. Âñåãî ðàçáèòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Nn ïî ìíîæåñòâàì ñ n1, n2, . . . , nk

ýëåìåíòàìè ìîæíî(
n

n1

)(
n− n1

n2

)
. . .

(
n− n1 − · · · − nk−1

nk

)
=

n!

n1!(n− n1)!

(n− n1)!

n2!(n− n1 − n2)!
. . .

(n− n1 − · · · − nk−1)!

nk!0!

=
n!

n1!n2! . . . nk!

=

(
n

n1 n2 . . . nk

)
.

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ìóëüòèíîìèàëüíûì êîýôôèöèåíòîì.
Îíî îáîáùàåò áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò � ÷èñëî ñî÷åòàíèé. Êàê íåòðóä-
íî âèäåòü, ìóëüòèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîýôôèöè-
åíò ïðè xn1

1 xn2
2 . . . xnk

k â ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà (x1 + · · ·+ xk)
n:

(x1 + · · ·+ xk)
n =

n∑
n1,...,nk=0

n1+···+nk=n

(
n

n1 . . . nk

)
xn1
1 . . . xnk

k .

Îäíàêî ÷èñëî ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà Nn, îòâå÷àþùèõ äàííîìó ðàçáèå-
íèþ ÷èñëà n, íå ñîâïàäàåò â òî÷íîñòè ñ ìóëüòèíîìèàëüíûì êîýôôèöèåí-
òîì. Äåëî â òîì, ÷òî ìíîæåñòâà ðàçáèåíèÿ, ñîäåðæàùèå îäèíàêîâîå êîëè-
÷åñòâî ýëåìåíòîâ, ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ìåæäó ñîáîé. Ïîýòîìó ïðàâèëüíûé
îòâåò èìååò âèä

1

m1! . . .mn!

(
n

n1 . . . nk

)
,

ãäå mi � ýòî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ, ðàâíûõ i.
Êàæäîìó ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà Nn íà ïîäìíîæåñòâà ñîïîñòàâèì ïóòü

â òðåóãîëüíèêå Ìîöêèíà ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Ïóñòü ýëåìåíò i ∈ Nn

âõîäèò â íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ðàçáèåíèÿ. Òîãäà i-é îòðåçîê ïóòè áó-
äåò ãîðèçîíòàëüíûì, åñëè ëèáî ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäìíîæåñòâî ñîñòîèò èç
îäíîãî ýëåìåíòà i, ëèáî ýëåìåíò i íå ÿâëÿåòñÿ â ïîäìíîæåñòâå íè ìèíè-
ìàëüíûì, íè ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì. i-é îòðåçîê ïóòè áóäåò âåêòîðîì
ïîäúåìà (1, 1), åñëè ýëåìåíò i � ìèíèìàëüíûé â ñâîåì ïîäìíîæåñòâå, è îí
áóäåò âåêòîðîì ñïóñêà (1,−1), åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò ìàêñèìàëåí.
Íà÷àëüíàÿ òî÷êà ïóòè íàõîäèòñÿ, êàê îáû÷íî, â òî÷êå (0, 0). Íà ðèñ. 6.4
èçîáðàæåíû ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà N10 è ïóòü â òðåóãîëüíèêå Ìîöêèíà, ñî-
îòâåòñòâóþùèé ýòîìó ðàçáèåíèþ.

ßñíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ ïóòü, îòâå÷àþùèé åìó, ÿâëÿåòñÿ ïðà-
âèëüíûì: îí ëåæèò â ïîëîæèòåëüíîé ïîëóïëîñêîñòè è çàêàí÷èâàåòñÿ íà
âûñîòå 0. Äåéñòâèòåëüíî, ñðåäè ïåðâûõ m ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Nn ÷èñëî
ìàêñèìóìîâ íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ÷èñëà ìèíèìóìîâ íè ïðè êàêîì m.

Ïîäñ÷èòàåì, ñêîëüêî ðàçáèåíèé ñîîòâåòñòâóåò äàííîìó ïóòè. Ïóñòü íà-
÷àëüíàÿ ÷àñòü ïóòè, ñîñòîÿùàÿ èç i îòðåçêîâ, çàêàí÷èâàåòñÿ íà âûñîòå j, è
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Ðèñ. 6.4: Ïóòü â òðåóãîëüíèêå Ìîöêèíà, îòâå÷àþùèé ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà

ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûå j ýëåìåíòîâ óæå ðàçáèòû íà ïîäìíîæåñòâà. Åñëè
(j+1)-é îòðåçîê ïóòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð ïîäúåìà (1, 1), òî ýëåìåíò
j + 1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì íîâîãî ïîäìíîæåñòâà ðàçáèåíèÿ, íèêàêèõ äðó-
ãèõ âîçìîæíîñòåé íåò. Ïîýòîìó êðàòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðà ðàâíà 1.
Åñëè ýòî ãîðèçîíòàëüíûé âåêòîð, òî îòâå÷àþùèé åìó ýëåìåíò ìîæåò ëèáî
âõîäèòü â îäíî èç óæå ñóùåñòâóþùèõ ìíîæåñòâ (òàêèõ âîçìîæíîñòåé ðîâíî
j, òàê êàê ðîâíî â j èìåþùèõñÿ ìíîæåñòâàõ åùå íå çàôèêñèðîâàí ìàêñè-
ìàëüíûé ýëåìåíò), ëèáî îáðàçîâûâàòü îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî. Ïîýòî-
ìó êðàòíîñòü ãîðèçîíòàëüíîãî ðåáðà ðàâíà j + 1. Êðàòíîñòü âåêòîðà ñïàäà
(1,−1) ðàâíà j, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ýëåìåíò ìîæåò áûòü ìàêñè-
ìàëüíûì â îäíîì èç j ïîäìíîæåñòâ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàññòàíîâêà êðàò-
íîñòåé íà ðåáðàõ â òðåóãîëüíèêå Ìîöêèíà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 6.5.

Ðèñ. 6.5: Ðàññòàíîâêà êðàòíîñòåé íà ðåáðàõ, îòâå÷àþùàÿ ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè ðàçáèåíèé

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.3.1. ×èñëî p̃n ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà Nn íà íåïóñòûå ïîäìíî-

æåñòâà ðàâíî ÷èñëó ïðàâèëüíûõ ïóòåé â òðåóãîëüíèêå Ìîöêèíà ñ êðàò-

íîñòÿìè, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 6.5.



6.4. ÇÀÄÀ×È 83

6.4 Çàäà÷è

Çàäà÷à 6.1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçìåíÿòü ðóáëü íà ìîíåòû â 1,
2, 5, 10, 20 è 50 êîïååê?

Çàäà÷à 6.2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âçâåñèòü 78 ã ñ ïîìîùüþ ðàçíî-
âåñîê 1, 1, 2, 5, 10, 20, 50 ã íà

à) îäíî÷àøå÷íûõ âåñàõ;

á) äâóõ÷àøå÷íûõ âåñàõ?

(Ïðèìåíåíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ ðàçíîâåñîê îäíîãî âåñà äàåò ðàçëè÷íûå âçâå-
øèâàíèÿ).

Çàäà÷à 6.3. Íàéäèòå

(1 + qs)(1 + qs2)(1 + qs3) . . . .

Çàäà÷à 6.4. Âñÿêîå ÷èñëî ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì çàïèñàíî â
äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Ïîýòîìó

(1 + s+ s2 + · · ·+ s9)(1 + s10 + · · ·+ s90) · · · = 1

1− s
.

Äîêàæèòå.

Çàäà÷à 6.5. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà ÷àñòè, íå ïðåâîñõî-
äÿùèå m, ðàâíî ÷èñëó åãî ðàçáèåíèé íà íå áîëåå ÷åì m ÷àñòåé.

Çàäà÷à 6.6. Äîêàæèòå, ÷òî

(1 + s)(1 + s2)(1 + s3) · · · = 1

(1− s)(1− s3)(1− s5) . . .
.

Çàäà÷à 6.7. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ñóììû ðàçëè÷íûõ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ ñòîëü-
êèìè æå ñïîñîáàìè, ñêîëüêèìè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû íå÷åò-
íûõ (ìîæåò áûòü è ñîâïàäàþùèõ) ñëàãàåìûõ.

Çàäà÷à 6.8. Äîêàæèòå òîæäåñòâà Ãàóññà

• à) (1−s)(1−s2)(1−s3)...
(1+s)(1+s2)(1+s3)... = 1− 2s+ 2s4 − 2s9 + . . . ;

• á) (1−s2)(1−s4)(1−s6)...
(1−s)(1−s3)(1−s5)... = 1 + s+ s3 + s6 + s10 + . . . .

Çàäà÷à 6.9. Äîêàæèòå, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî
â âèäå ñóììû ìåíüøèõ íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ 2n−1−1 ñïîñîáîì, åñëè äâà
ïðåäñòàâëåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ ïîðÿäêîì ñëàãàåìûõ, ñ÷èòàòü ðàçëè÷íûìè.

Çàäà÷à 6.10. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñëà ñèììåòðè÷íûõ
(ñàìîñîïðÿæåííûõ) ðàçáèåíèé.
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Çàäà÷à 6.11. Ðàññìîòðèì êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ïå-
ðåìåííûõ, â êîòîðîì ïåðåìåííûì ïðèïèñàí âåñ, ïðè÷åì ÷èñëî ïåðåìåííûõ
âåñà i êîíå÷íî äëÿ ëþáîãî i. Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç qi. Âûïèøèòå ïðîèç-
âîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçìåðíîñòåé ïðîñòðàíñòâ îä-
íîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ âåñà n.

Çàäà÷à 6.12. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σn ñóììó äåëèòåëåé ÷èñëà n (âêëþ÷àÿ 1 è
ñàìî n); íàïðèìåð, σ6 = 1 + 2 + 3 + 6 = 12. Ïóñòü Σ(s) � ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè σn,

Σ(s) = s+ 3s2 + 4s3 + 7s4 + 6s5 + 12s6 + . . . .

• à) Äîêàæèòå, ÷òî
P (s) = sP ′(s)Σ(s),

ãäå P (s) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà ðàçáèåíèé.

• á) Âûâåäèòå îòñþäà ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå íà ÷èñëà σn.

Çàäà÷à 6.13. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pn ÷èñåë ðàçáèåíèé ðàñòåò
ìîíîòîííî è îöåíèòå ñêîðîñòü åå ðîñòà.

Çàäà÷à 6.14. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà äèàãðàìì

Þíãà ïî ïåðèìåòðó ðàâíà x2

1−2x .

Çàäà÷à 6.15. Êâàäðàòîì Äþðôè â äèàãðàììå Þíãà íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëü-
íûé êâàäðàò, âïèñàííûé â åå ëåâûé âåðõíèé óãîë. Äëÿ êàæäîãî c ≥ 1 âû-
ïèøèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñëà äèàãðàìì Þíãà ñ êâàäðàòîì
Äþðôè c× c ïî ÷èñëó êâàäðàòîâ â äèàãðàììå.

Çàäà÷à 6.16. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà ÷àñòè, íå äåëÿ-
ùèåñÿ íà m, ðàâíî ÷èñëó òåõ åãî ðàçáèåíèé, â êîòîðûõ íè îäíà ÷àñòü íå
âñòðå÷àåòñÿ áîëåå, ÷åì m− 1 ðàç.

Çàäà÷à 6.17. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n, â êîòîðûõ áîëåå îä-
íîãî ðàçà ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ òîëüêî ÷àñòè íå÷åòíîé âåëè÷èíû, ñîâïàäàåò ñ
÷èñëîì åãî ðàçáèåíèé, â êîòîðûõ íè îäíà ÷àñòü íå âñòðå÷àåòñÿ áîëåå òðåõ
ðàç.

Çàäà÷à 6.18. Ïîêàæèòå, ÷òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè ìåæäó ÷èñëîì
ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà ÷åòíîå ÷èñëî ÷àñòåé è ÷èñëîì åãî ðàçáèåíèé íà íå÷åò-
íîå ÷èñëî ÷àñòåé ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó åãî ðàçáèåíèé ñ ðàç- ëè÷íûìè ÷àñòÿìè
íå÷åòíîé âåëè÷èíû.

Çàäà÷à 6.19. Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n, â êîòîðûõ íå âñòðå÷à-
þòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, ðàâíî ÷èñëó åãî ðàçáèåíèé, â êîòîðûõ
íè îäíà ÷àñòü íå ïîÿâëÿåòñÿ ëèøü ïî îäíîìó ðàçó.

Çàäà÷à 6.20. Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî òàêèõ ðàçáèåíèé ÷èñëà n, â êîòîðûõ
êàæäàÿ ÷àñòü âñòðå÷àåòñÿ 2, 3 èëè 5 ðàç, ðàâíî ÷èñëó åãî ðàçáèåíèé íà
÷àñòè, ñðàâíèìûå ñ 2, 3, 6, 9 èëè 10 ïî ìîäóëþ 12.

Çàäà÷à 6.21. Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n, â êîòîðûõ íè îäíà
÷àñòü íå âñòðå÷àåòñÿ ëèøü ïî îäíîìó ðàçó, ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó åãî ðàçáèåíèé,
êîòîðûå íå èìåþò ÷àñòåé, ñðàâíèìûõ ñ 1 èëè 5 ïî ìîäóëþ 6.
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Çàäà÷à 6.22. Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n, â êîòîðûõ íàèìåíü-
øàÿ ÷àñòü âñòðå÷àåòñÿ ëèøü îäèí ðàç, à íàèáîëüøàÿ ÷àñòü íå áîëåå ÷åì
âäâîå ïðåâîñõîäèò íàèìåíüøóþ, ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó åãî ðàçáèåíèé, â êîòîðûõ
íàèáîëüøàÿ ÷àñòü íå÷åòíà, à íàèìåíüøàÿ áîëüøå, ÷åì ïîëîâèíà íàèáîëü-
øåé ÷àñòè.

Çàäà÷à 6.23. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóììà ÷èñëà ÷àñòåé, ðàâíûõ 1, ïî âñåì ðàç-
áèåíèÿì ÷èñëà n ðàâíà ñóììå ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ÷àñòåé òàêæå ïî âñåì ðàç-
áèåíèÿì n.

Çàäà÷à 6.24. Äîêàæèòå, ÷òî∑
n1,n2,...,nk≥1

min(n1, n2, . . . , nk)t
n1
1 tn2

2 . . . tnk

k =
t1t2 . . . tk

(1− t1)(1− t2) . . . (1− tk)(1− t1t2 . . . tk)
.
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Ãëàâà 7

Ïðèíöèï

âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ è

ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

Äèðèõëå
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