
áÌÇÅÂÒÁ. ìÉÓÔÏË 12 (ÉÓÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ).

æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÚÁÄÁÞ 11 ÞÁÓÔØ 2, 17 É 18 ÉÓÐÒÁ×ÌÅÎÙ! ôÅ, ËÔÏ ÎÅ ÓÄÁÌ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÕÀ
ÒÁÂÏÔÕ (ÚÁÄÁÞÉ 17 É 18) ÄÏ 11 ÍÁÑ, ÄÏÌÖÎÙ ÓÄÁÔØ ÐÉÓØÍÅÎÎÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ 17 É 18 × ÎÏ×ÏÊ
ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÄÏ 17 ÍÁÑ.

óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ: R | ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, M |
ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R.

¦ 12.1. ðÕÓÔØ I | ÉÄÅÁÌ × R, M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ R.
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï IM = {∑i=n

i=1 �iui; �i ∈ I; ui ∈ M;n ∈ N} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÏ-
ÄÕÌÅÍ × M .
Â) ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ ÆÁËÔÏÒ-ÍÏÄÕÌÑ M=IM ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ ÆÁËÔÏÒ-
ËÏÌØÃÁ A=I ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: (a + I) · (u + IM) = au + IM . äÏËÁÖÉÔÅ, ÜÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁ M=IM ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ A=I.

¦ 12.2. a) ðÕÓÔØ I | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ × R, Á ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ M Ó×ÏÂÏÄÅÎ,
Ô.Å. M ∼= Rn. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M=IM ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ n-ÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K = R=I.
Â) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ M ∼= Rn É M ∼= Rm. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ m = n. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÒÁÎÇÏÍ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ rankM .

¦ 12.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ R, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: R = {(x1; x2; : : :); xi ∈ R} (ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔ-
ÎÙÅ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ R-ÍÏÄÕÌÑ: M = R2 (ÜÔÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ 2) É N = R
(ÜÔÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÒÁÎÇÁ 1) íÅÖÄÕ M É N ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÁÒÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ((x1; x2; : : :); (y1; y2; : : :)) ∈ M
ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (x1; y1; x2; y2; : : :) ∈ N . (äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÚÁÉÍÎÏ-
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ!). ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÌÉ ÜÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ?

¦ 12.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑÍÉ É ÄÏ-
ËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ M=Ker f ∼= Im f . (f : M → N | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÅÊ.)

¦ 12.5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ Z (Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ).
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÎÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ × Q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕ-
ÌÅÍ ÒÁÎÇÁ 1. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ × Z.
Â) õËÁÖÉÔÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ Z-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ × Q, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ.
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ Z.

¦ 12.6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ R = {p=q; p ∈ Z; q ∈ N; (q; 2) = 1}. (äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ!)
ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ Q Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ?

¦ 12.7. Á) ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁÄ R (Ô.Å. Annu 6= {0}
∀u ∈M , ËÏÌØÃÏ R ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ AnnM 6= {0}.
Â) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÍÏÄÕÌÑ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ AnnM = {0}.

¦ 12.8. Á) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ N ⊂ M × ËÁËÏÍ-
ÎÉÂÕÄØ ÍÏÄÕÌÅ M , ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ. (ô.Å. ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÇÏ
ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ L ⊂M , ÞÔÏ M = N ⊕ L.)
Â) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÐÕÎËÔÕ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÁ ÍÏÄÕÌÑ M É N Ó×ÏÂÏÄÎÙ É
ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ.

¦ 12.9. ðÕÓÔØ I É J | Ä×Á ÉÄÅÁÌÁ ËÏÌØÃÁ R, ÐÒÉÞÅÍ I + J = (1) É I ∩ J ⊂ AnnM . (M |
ÎÅËÏÔÏÒÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á NI = {u ∈ M; Annu ⊃ I} É NJ = {u ∈
M; Annu ⊃ J} Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑÍÉ × M . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M = NI ⊕NJ .

¦ 12.10. ðÕÓÔØ N | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÍÏÄÕÌÑ M , ÐÒÉÞÅÍ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ M=N Ó×ÏÂÏÄÅÎ. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ N ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ × M ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ (Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ L ⊂
M , ÞÔÏ M = N ⊕ L.)



¦ 12.11. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ
ÉÄÅÁÌÏ× Ó×ÏÂÏÄÅÎ.
2) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÍÏÄÕÌÑ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ Ó×ÏÂÏ-
ÄÅÎ.

¦ 12.12. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÅÓÔØ
ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ Ó×ÏÅÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ ËÒÕÞÅÎÉÑ É Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ.
2) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÍÏÄÕÌÑ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÅ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁ-
ÅÍÙÍ.

¦ 12.13. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× R
ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ, ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ
ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ (pn), ÇÄÅ p | ÐÒÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ R.
*2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× R, ÁÎÎÕÌÑ-
ÔÏÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (pn), ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ R, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ×
×ÉÄÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÍÏÄÕÌÅÊ ×ÉÄÁ R=(pki ) (ÔÁËÉÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÉÍÁÒÎÙÍÉ ÃÉËÌÉÞÅ-
ÓËÉÍÉ).

¦ 12.14. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ
ÉÄÅÁÌÏ× ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎ. (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÛÉ-
ÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ËÏÌÅÃ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÈ ËÏÌÅÃ.)
2) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ. [òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; x2; : : :,
K | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ R = K[x1; x2; : : :], ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (× ËÁÖÄÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ
ÐÒÅÍÅÎÎÙÈ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅ-
ÎÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ.]

¦ 12.15. ðÕÓÔØ M | Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× R, e1; e2; : : : ; en | ÂÁÚÉÓ
M , v = x1e1 + : : : + xnen ∈ M (xi ∈ R). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ 〈u〉 ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ
ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ × M ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ (x1; x2; : : : ; xn) = (1).

¦ 12.16. ðÕÓÔØ N | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ
ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × M ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ {e1; e2; : : : ; en} ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a1; : : : ; ak, ai ∈ R, k ≤ n, ÞÔÏ ai|ai+1 É {a1e1; : : : ; akak}
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÂÁÚÉÓ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ N . ôÁËÉÅ ÂÁÚÉÓÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÙÍÉ.

¦ 12.17. 1) ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ N Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ Z-ÍÏÄÕÌÑ M = Z2, ÞÔÏ M ⊃
N ⊃ 2M . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ N ÕËÁÖÉÔÅ ×ÚÁÉÍÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ.
2) ôÏ ÖÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ÄÌÑ M ⊃ N ⊃ 3M .

¦ 12.18. 1) æ | ÞÉÓÌÏ ÂÕË× × ÆÁÍÉÌÉÉ, é | ÞÉÓÌÏ ÂÕË× × ÉÍÅÎÉ. îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ � ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ N ÍÏÄÕÌÑ M = Z2, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ
� · (7; 5) ∈ N , É M=N ∼= Z2 ⊕ Zé . õËÁÚÁÔØ ×ÚÁÉÍÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ.
2) ôÏ ÖÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ÄÌÑ M=N ∼= Z3 ⊕ Zæ .


