
áÌÇÅÂÒÁ. ìÉÓÔÏË 13.
¦ 13.1. ðÕÓÔØ M | R-ÍÏÄÕÌØ, I | ÉÄÅÁÌ × R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ⊗R R=I ∼= M=IM .
¦ 13.2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ Zn ⊗Z Zm.
¦ 13.3. ðÕÓÔØ I | ÉÄÅÁÌ × R. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R=I ⊗R R=I ∼= R=I.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I ⊗R R=I ∼= I=I2. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ I2 | ÜÔÏ ÉÄÅÁÌ × × R, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ×ÓÅÍÉ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ ab, ÇÄÅ a ∈ I É b ∈ I.)
¦ 13.4. ðÕÓÔØ f : R→ S | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØÃÁ S ÎÁ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÙ ËÏÌØÃÁ R ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ a ·s = f(a)s (a ∈ R, s ∈ S, × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
× ËÏÌØÃÅ S).
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ R.
Â) ðÕÓÔØ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R-ÍÏÄÕÌØ S ⊗R M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ S ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ s · (u ⊗ v) = (su) ⊗ v (s ∈ R, u ∈ S, v ∈ M , × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × ËÏÌØÃÅ S).
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M Ó×ÏÂÏÄÅÎ ÎÁÄ R, ÔÏ S ⊗RM | Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÎÇÁ ÎÁÄ S.
¦ 13.5. Á) ðÕÓÔØ f : M → P , h : N → Q, | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ R-ÍÏÄÕÌÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
f ⊗ h : M ⊗R N → P ⊗R Q, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f ⊗ h(u ⊗ v) = f(u) ⊗ h(v), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ
R-ÍÏÄÕÌÅÊ.
Â) ðÕÓÔØ R = K ÐÏÌÅ, Á ×ÓÅ ÍÏÄÕÌÉ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
ÎÁÄ K. ðÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f É h × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ f̂ = A = (aij)
É ĥ = B = (bkl). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ (ËÁËÏÍ?) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ⊗ h ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÂÌÏÞÎÏÊ
ÍÁÔÒÉÃÅÊ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÚÁÍÅÎÏÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ aij ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ aijB. (á ÍÏÖÎÏ ÌÉ,
ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÕÓÔÒÁÉ×ÁÔØ ÂÌÏÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÉÚ B, ÚÁÍÅÎÑÑ ËÁÖÄÏÅ bkl ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ bklA?)
¦ 13.6. ðÕÓÔØ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ N = Q, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ: h = IdN .
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ⊗ IdN ÔÁËÖÅ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ.
Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f⊗ IdN ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÉÎßÅË-
ÔÉ×ÎÙÍ. [äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å f ×ÚÑÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ 2 × ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, É N = Z2.]
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÌØÃÏ R = K ÐÏÌÅ, ÔÏ ÉÚ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ f ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ f ⊗ IdN .
¦ 13.7. ãÅÌØ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ | ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ
ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÕÞÅÎÉÅ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å R ÍÙ ×ÏÚØÍÅÍ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×
ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R = K[x; y], É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ J ⊗R J , ÇÄÅ J = (x; y) | ÉÄÅÁÌ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ
ÉÚ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × 0 × ÔÏÞËÅ (0; 0), Ô.Å. J = (x; y).
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ J=J2 | Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ K, ÂÁÚÉÓÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ x+ J2 É y + J2.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ J⊗R J → J=J2⊗K J=J2 ÓÀÒßÅËÔÉ×Ï, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÅÎÚÏÒÙ x⊗y
É y ⊗ x ÒÁÚÌÉÞÎÙ × J ⊗R J .
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒ x⊗ y − y ⊗ x ∈ J ⊗R J ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ x ∈ R É y ∈ R.
¦ 13.8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n-ËÒÁÔÎÏÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ R-ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁ ÓÅÂÑ M⊗n = M⊗RM⊗R: : :⊗RM
É ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ � ∈ Sn. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
'� : u1 ⊗ u2 ⊗ : : :⊗ un 7→ u�(1) ⊗ u�(2) ⊗ : : :⊗ u�(n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ R-ÍÏÄÕÌÑ M⊗n ÎÁ ÓÅÂÑ.
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï SymmnM ÔÁËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏ× t ∈ M⊗n, ÞÔÏ ∀ � ∈ Sn t = '�(t) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ × M⊗n. ôÁËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï AltnM ÔÁËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏ× t ∈ M⊗n, ÞÔÏ ∀ � ∈ Sn t = (−1)"(�)'�(t)
("(�) | ÜÔÏ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ × M⊗n. ôÁËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ.
×) ðÕÓÔØ R = K | ÐÏÌÅ, charK = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 1
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Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÏÒÁÍÉ × M⊗n ÎÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á SymmnM É AltnM .
¦ 13.9. ðÕÓÔØ U | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K, charK = 0.
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n > 1 Symmn U ∩ Altn U = {0}. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U⊗2 = Symm2 U ⊕ Alt2 U .
×) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U⊗3 6= Symm3 U ⊕ Alt3 U . õËÁÖÉÔÅ Ñ×ÎÏ ÔÅÎÚÏÒ t ∈ U⊗3, t =∈ Symm3 U ⊕ Alt3 U .
Ç) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ dim Symmk U (ÕËÁÖÉÔÅ ÂÁÚÉÓ!). Ä) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ dim Altk U (ÕËÁÖÉÔÅ ÂÁÚÉÓ!).



¦ 13.10. ðÕÓÔØ U É V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K, U∗ | Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ
ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U∗ ⊗K V → Hom(U; V ), ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÔÅÎÚÏÒÕ t = ∑�i'i ⊗ vi
ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ft : u 7→ ∑�i'i(u)vi, ft ∈ Hom(U; V ), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×.
Â) ðÕÓÔØ V = U . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : U∗ ⊗K U → K, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �(∑�i'i ⊗ ui) =∑�i'i(ui), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ U∗ ⊗K U . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(t) | ÜÔÏ ÓÌÅÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ,
ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÍÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÕ t × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ.

¦ 13.11. ðÕÓÔØ U | n-ÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K. òÁÓÓÍÏÔÒÉ T (U) = ⊕n=∞
n=0 U⊗n

(ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ U⊗0 = K). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T (U) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ
ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó 1 (ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ!). ïÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÎ-
ÚÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × T (U) ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÔÓ×Á Symm(U) = ⊕n=∞

n=0 Symmn U
É Alt(U) = ⊕n=∞

n=0 Altn U . (íÙ ÓÎÏ×Á ÐÏÌÁÇÁÅÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Symm0 U = K É Alt0 U = K.) ðÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ Symm(U) É Alt(U) ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (ÐÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒÙ!). ãÅÌØ ÜÔÏÊ ÚÁ-
ÄÁÞÉ | ÄÁÔØ "ÉÓÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÅ" ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏ×, ÞÔÏÂÙ ÎÁ
ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ××ÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÆÁËÔÏÒ-ËÏÌØÃÁ
× ÓÌÕÞÁÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅÃ. ðÕÓÔØ T | ÔÁËÏÅ ËÏÌØÃÏ.
Á) ðÏÄÇÒÕÐÐÁ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ I ⊂ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÅÓÌÉ ∀ x ∈ T É ∀ a ∈ I xa ∈ I
É ax ∈ I. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÁ T=I É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ-
ÃÏÍ.
Â) ðÕÓÔØ {t�}, � ∈ A, t� ∈ T | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ T . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
I = {∑i=n

i=1 xit�iyi; xi ∈ T; yi ∈ T; �i ∈ A; n ∈ N} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ ÉÄÅÁÌÏÍ. ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÉÄÅÁÌÏÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ {t�}.
×) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ IS ÉÄÅÁÌ × T (U), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ×ÓÅÍÉ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ ×ÉÄÁ u ⊗ v − v ⊗ u, ÇÄÅ u; v ∈ U .
æÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÁ S(U) = T (U)=IS ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U . äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ S(U) ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ × ÁÌÇÅÂÒÅ S(U) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ "·".
Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ charK = 0, ÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÓÍÅÖÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ t + IS ∈ S(U) ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÁ S(U) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ SymmU .
Ä) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I� ÉÄÅÁÌ × T (U), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ×ÓÅÍÉ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ ×ÉÄÁ u ⊗ u, ÇÄÅ u ∈ U . æÁËÔÏÒ-
ÁÌÇÅÂÒÁ �(U) = T (U)=I� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U . õÍÎÏÖÅÎÉÅ × ÁÌÇÅÂÒÅ �(U)
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ "∧".
Å) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ charK = 0, ÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÓÍÅÖÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ t + I� ∈ �(U) ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ
ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÁ �(U) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Alt(U).
Ö) îÁÊÄÉÔÅ dimSk(U) É dim �k(U).

¦ 13.12. Á) ðÕÓÔØ t1 É t2 | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × S(U), ÔÏ ÅÓÔØ
ÎÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ w, ÞÔÏ (t1 + IS) · (t2 + IS) = w + IS:
1) t1 = u, t2 = v; 2) t1 = u⊗ v + v ⊗ u, t2 = z; 3) t1 = u⊗ u, t2 = v ⊗ v.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ S(U) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ËÏÌØÃÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÇÄÅ n = dimU .

¦ 13.13. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ t1 ∈ �kU , t2 ∈ �mU , ÔÏ t1 ∧ t2 = (−1)kmt2 ∧ t1.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ t ∈ �kU , ÔÏ t ∧ t = 0.
×) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ (u+ v ∧ z) ∧ (u+ v ∧ z), ÇÄÅ u; v; z ∈ U ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.
Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ u1; : : : ; uk ∈ U ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ u1 ∧ : : : ∧ uk 6= 0.
Ä) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ w ∧ w, ÇÄÅ w = p1e2 ∧ e3 + p2e1 ∧ e3 + p3e1 ∧ e3, pi ∈ K, e1; e2; e3 ∈ U ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.
Å) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ w ∧ w, ÇÄÅ w = ∑

i;j∈{1;2;3;4};i<j pijei ∧ ej, pij ∈ K, e1; : : : ; e4 ∈ U ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

¦ 13.14. Á) ëÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ w ∈ �2U ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ w = u ∧ v, u; v ∈ U .
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ dimU = 3, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÔÅÎÚÏÒ w ∈ �2U ÒÁÚÌÏÖÉÍ.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ dimU = 4, ÔÏ w ∈ �2U ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ w ∧ w = 0.
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ × ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Å P(U) É ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍÉ ÔÅÚÏÒÉÍÉ w ∈ �2U Ó ÔÏÞÎÏÞÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ
ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÙÈ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ñ×ÑÌÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÉËÏÊ ×
ÐÑÔÉÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.


