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Ïðèëîæåíèÿ èíòåãðàëà
Çàäà÷à 1. Âû÷èñëèòå ìåðó ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:
a) êðóã íà ïëîñêîñòè x2 + y2 6 R2;
b) êîíóñ â ïðîñòðàíñòâå x2 + y2 6 kz2, 0 6 z 6 h;
c)øàð â ïðîñòðàíñòâå x2 + y2 + z2 6 R2;
d)øàð â Rn x2

1 + · · ·+ x2
n 6 R2.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü φ : [0, 1] → Rn � êðèâàÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòà êðèâàÿ ñïðÿì-
ëÿåìà, åñëè ñóùåñòâóåò

l(φ) = sup
n∈N

0=t1<t2<···<tn=1

n−1∑

k=1

|φ(tk+1)− φ(tk)|.

Â ýòîì ñëó÷àå l(φ) íàçûâàåòñÿ äëèíîé êðèâîé φ.
Çàäà÷à 2. a)Äîêàæèòå, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè f : [0, 1] → R ñ íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé
ñïðÿìëÿåì, è åãî äëèíà ðàâíà

∫ 1

0

√
1 + f ′(x)2dx.

b)Îöåíèòå ïðåèìóùåñòâà òðåçâîñòè. Âî ñêîëüêî ðàç äëèíà ñèíóñîèäû íà [0, kπ] îòëè÷àåòñÿ
îò äëèíû ýòîãî îòðåçêà?
c)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå φ íåïðåðûâíû, òî êðèâàÿ ñïðÿìëÿåìà, è å¼
äëèíà ðàâíà

∫ 1

0

√
|dtφ|dt. Çäåñü äèôôåðåíöèàë dtφ â òî÷êå t ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âåêòîð

â Rn, è |dtφ| � äëèíà ýòîãî âåêòîðà.
d∗)Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïðåðûâíîé, íî íå ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé.
Çàäà÷à 3. a)Âû÷èñëèòå In =

∫ π

0
sinn(x)dx.

b)Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü In ìîíîòîííî óáûâàåò, è lim
n→∞

In+1/In = 1. Âûâåäèòå
îòñþäà ôîðìóëó Âàëëèñà

lim
n→∞
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2
.

Çàäà÷à 4 (Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà). a)Äîêàæèòå, ÷òî âû÷èñëåíèå
∫ n

1
log(x)dx ìåòîäîì

òðàïåöèé (ñì. çàäà÷ó 16.13) ñ óçëàìè â öåëûõ òî÷êàõ äà¼ò ðåçóëüòàò ln(n!)− ln(n)/2.
b)Äîêàæèòå, ÷òî ïîãðåøíîñòü òàêîãî âû÷èñëåíèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî n è îãðàíè÷å-
íà. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

n→∞
n!en

nn
√

n
.

c)Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Âàëëèñà, íàéäèòå ýòîò ïðåäåë.
Çàäà÷à 5. a)Ïóñòü W (x) � íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [−1, 1] îòëè÷íàÿ
îò íóëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî âûðàæåíèå (P,Q) =

∫ 1

−1
P (x)Q(x)W (x)dx çàäà¼ò ñêàëÿðíîå ïðîèç-

âåäåíèå (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííóþ áèëèíåéíóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ôîðìó) íà ïðîñòðàí-
ñòâå ìíîãî÷ëåíîâ.
b)Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà Pn(x) = 1

2nn!
dn

dxn

[
(x2 − 1)

n] îðòîãîíàëüíû îòíîñè-
òåëüíîãî îïðåäåë¼ííîãî âûøå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ c W (x) = 1.
c)Ìû óæå çíàåì èç Ëèñòêà 3, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå ìíîãî÷ëåíû ×åáûø¼âà 1 ðîäà Tn, ÷òî
cos(nt) = Tn(cos(t)). Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Tn(x) îðòîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî îïðå-
äåë¼ííîãî âûøå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ c W (x) = 1/

√
1− x2.

d)Ìû óæå çíàåì èç Ëèñòêà 3, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå ìíîãî÷ëåíû ×åáûø¼âà 2 ðîäà Un, ÷òî
sin((n + 1)t) = sin(t) · Un(cos(t)). Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Un(x) îðòîãîíàëüíû îòíîñè-
òåëüíî îïðåäåë¼ííîãî âûøå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ c W (x) =

√
1− x2.

e∗)Âû÷èñëèòå ñêàëÿðíûé êâàäðàò ìíîãî÷ëåíîâ Pn, Tn è Un îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé.


