
úÁÄÁÞÉ �Ï ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ 10, 07.6.2011{21.6.2011îÁ�ÏÍÎÉÍ (ÌÉÓÔÏË 13 �Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ), ÞÔÏ ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ çÁÕÓÓÁF (a; b; 
; z) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ �ÒÉ |z| < 1 ÒÑÄÏÍ ÷ÁÌÌÉÓÁ-üÊÌÅÒÁ 1 +∑∞n=1 (a)n(b)n(
)n znn! ,ÇÄÅ (a)n := a(a + 1) : : : (a + n − 1); (a)0 := 1, É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ üÊÌÅÒÁz(1 − z)d2Fdz2 + (
 − (a + b + 1)z)dFdz − abF = 0, ÉÍÅÀÝÅÍÕ ÎÁ ÓÆÅÒÅ òÉÍÁÎÁ 3 ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ:z = 0; 1;∞; Á ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ üÊÌÅÒÁ B(b; 
 − b)F (a; b; 
; z) = ∫ 10 tb−1(1− t)
−b−1(1− zt)−adt,ÇÄÅ Re 
 > Re b > 0, a B(b; 
−b) | ÂÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ üÊÌÅÒÁ (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË 3); ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÂÉÎÏÍÁ(1− zt)−a É �ÏÞÌÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (ÅÓÌÉ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ) F (a; b; 
; 1) = �(
)�(
−a−b)�(
−a)�(
−b) .2. äÏËÁÖÉÔÅ (ÓÒ. ÚÁÄÁÞÕ 3Â ÌÉÓÔËÁ 13 �Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ), ÞÔÏÁ) ÅÓÌÉ 
 6∈ Z, ÔÏ ×ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ z = 0 ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑz1−
F (1+a−
; 1+b−
; 2−
; z); b) ÅÓÌÉ 
−a−b 6∈ Z, ÔÏ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ z = 1 ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ F (a; b; 1+a+b−
; 1−z), Á ×ÔÏÒÏÅ (1−z)
−a−bF (
−a; 
−b; 1+
−a−b; 1−z);
) ÅÓÌÉ a− b 6∈ Z, ÔÏ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ z = ∞ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑz−aF (a; 1 + a− 
; 1 + a− b; z−1), Á ×ÔÏÒÏÅ z−bF (b; 1 + b− 
; 1 + b− a; z−1).3. âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ (ÓÒ. ÚÁÄÁÞÕ 5× ÌÉÓÔËÁ 13 �Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ), �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉe ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ òÉÍÁÎÁ Ó ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ × z = 0; 1;∞ ÉÍÅÅÔ×ÉÄ d2Pdz2 + (1−�−�′)−(1+�+�′)zz(1−z) dPdz + ��′−(��′+��′−

′)z+��′z2z2(1−z)2 P = 0, ÇÄÅ � + �′ + � + � ′ + 
 + 
′ = 1. åÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ P ( � � 
�′ � ′ 
′ z) (ÇÉ�ÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ òÉÍÁÎÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) zÆ(1−z)"P ( � � 
�′ � ′ 
′ z) = P ( �+ Æ � − Æ − " 
 + "�′ + Æ � ′ − Æ − " 
′ + " z); b) F (a; b; 
; z) = P ( 0 a 01− 
 b 
− a− b z).4. ðÕÓÔØ � : P1 → P1 | ÎÁËÒÙÔÉÅ çÁÌÕÁ ÓÆÅÒÙ òÉÍÁÎÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ z ÓÆÅÒÏÊ òÉÍÁÎÁ Ó ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔÏÊ x, ×ÅÔ×ÑÝÅÅÓÑ × ÔÏÞËÁÈ z = 0; 1;∞ 
 ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ �0; �1; �∞, 
 ÇÒÕ��ÏÊ çÁÌÕÁ �.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) �3 = A4 (ÔÅÔÒÁÜÄÒ) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ (�0; �1; �∞) = (3; 2; 3); b) �4 = S4 (ÏËÔÁÜÄÒ) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ(�0; �1; �∞) = (3; 2; 4); Ó) �5 = A5 (ÉËÏÓÁÜÄÒ) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ (�0; �1; �∞) = (3; 2; 5); d) � = In (ÄÉÜÄÒ) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ(�0; �1; �∞) = (2; 2; n); e) äÒÕÇÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÄÇÒÕ�� × SL(2;C), ËÒÏÍÅ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ É �ÒÏÏÂÒÁÚÏ× ÜÔÉÈ �ÒÉSL(2;C) → PGL(2;C) = Aut(P1; x), ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ. f) x ËÁË (ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÁÑ) ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ d2Pdz2 + 1z dPdz + − 1�20 − z2�2
∞

+ (1− 1�21 + 1�20 + 1�2
∞

)z4z2(z − 1)2 P = 0,Ô.Å. Ä×ÕÈ ×ÅÔ×ÅÊ P -ÆÕÎË�ÉÉ òÉÍÁÎÁ �ÒÉ � = 12�0 ; � = 12�∞ ; 
 = 14 ; �′ = − 12�0 ; � ′ = − 12�∞ ; 
′ = 34 .5. åÓÌÉ ÄÏ�ÕÓÔÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÇÒÕ��Õ çÁÌÕÁ �∞ = PSL(2;Z), É ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ x ÞÅÒÅÚ � ,ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ �∞(�) = j(�); �0 = 3; �1 = 2; �∞ = ∞. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (P1; z) = �̂∞\H (ËÏÍ�ÁËÔÉÆÉËÁ�ÉÑÆÁËÔÏÒÁ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÁÓ�Á). ëÏÎÅÞÎÙÅ ÇÒÕ��Ù çÁÌÕÁ �3;4;5 ÉÚ 4ab
 Ñ×ÌÑÀÔÓÑÆÁËÔÏÒÁÍÉ �∞, Á �ÏÔÏÍÕ �∞ �ÒÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �3;4;5. �ÏÞÎÅÅ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÄÌÑ N = 3; 4; 5 ÉÍÅÅÍ(P1; xN) = ̂�(N)\H É �N ≃ PSL(2;Z=NZ), Á ÔÁËÖÅ ÇÒÕ��Á ÄÉÜÄÒÁ I3 ≃ PSL(2;Z=2Z) É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅÎÁËÒÙÔÉÅ (P1; x) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �̂(2)\H; b) x4 = q1=4∑∞n=−∞
qn2+n

∑
∞n=−∞

qn2 = �10(0;�)�00(0;�) ; 
) x5 = q1=5∑∞n=−∞
(−1)nq(5n2−3n)=2

∑
∞n=−∞

(−1)nq(5n2−n)=2 =
−q1=5 �11(2�;5�)�10(�;5�) ; d) x3 = (1 + i)−�+(√3+1)(√3+1)�+2 , ÇÄÅ � = −6q1=3 ∑

∞n=0(−1)n(2n+1)q(3n2+3n)=2
∑

∞n=−∞
(−1)n(6n+1)q(3n2+n)=2 .6. ðÕÓÔØ [x1 : x2℄ | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ (P1; x), É ÎÁ ÎÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �̃ ⊂ SL(2;C)(�ÒÏÏÂÒÁÚ � �ÒÉ SL(2;C) → PGL(2;C)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØ�Ï �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ C[x1; x2℄�̃ ÏÔx1; x2, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �̃, �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉ-ÑÍÉ: a) ÄÌÑ �5 : F∞ = x1x2(x101 + 11x51x52 − x102 ); F0 = 228(x151 x52 − x51x152 ) − (x201 + x202 ) − 494x101 x102 ; F1 =(x301 + x302 ) + 522(x251 x52 − x51x252 )− 1005(x201 x102 + x101 x202 ); F 21 + F 30 = 1728F 5

∞; b) ÄÌÑ �4 : F 2
∞; F1F∞; F0, ÇÄÅF∞ = x1x2(x41−x42); F0 = x81+14x41x42+x82; F1 = x121 −33x81x42−33x41x82+x122 É F 2

∞(F 30 −108F 4
∞) = (F1F∞)2; 
)ÄÌÑ �3 : F 30 ; F0F∞; F1, ÇÄÅ F1 = x1x2(x41 − x42); F0 = x41 + 2√−3x21x22 + x42; F∞ = x41 − 2√−3x21x22 + x421



É F 30 (F 30 − 12√−3F 21 ) = (F0F∞)3; d) ÄÌÑ ÄÉÜÄÒÁ �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n : F 2
∞; F 21 ; F1F0F∞ É (F1F0F∞)2 =F 21F 2

∞(F 21 − F n
∞), ÇÄÅ F1 = (xn1 + xn2 )=2; F0 = (xn1 − xn2 )=2; F∞ = x1x2; �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n : F 2

∞; F 21F∞; F1F0 É(F1F0)2F 2
∞ = (F 21F∞)(F 21F∞ − F n+1

∞ ).÷Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ z = 
onst ·F �00 =F �∞
∞ ; F1 = 
onst ·{F0; F∞} := 
onst ·(�F0�x1 �F∞�x2 − �F∞�x1 �F0�x2), É �ÒÉ X :=F0F∞=F1 ÉÍÅÅÍ x2 = √X(x1; x2)=X(x; 1); x1 = xx2.


