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Ââåäåíèå

Ñåìèíàð ðàññ÷èòàí íà ñòóäåíòîâ 1-4 êóðñà, ìàãèñòðîâ, àñïèðàíòîâ è ïðî÷èõ æåëàþùèõ. Äëÿ
ïîíèìàíèÿ ïðîèñõîäÿùåãî íà ñåìèíàðå è âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ òðåáóåòñÿ âëàäåíèå áàçî-
âûìè ïîíÿòèÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî,
îçâó÷åííûõ â ñðåäíåé øêîëå è ïîäðîáíî èçó÷àåìûõ â 1 ãîäó êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. À
èìåííî, ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíûì:

(1) ïîíÿòèå ïðåäåëà ÷èñëîâûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé;

(2) íåîïðåäåëåííûé è îïðåäåëåííûé èíòåãðàë; ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà
∫ b
a f(x)dx = F (b)−

F (a), ãäå F ′(x) = f(x);
(3) êîìïëåêñíûå ÷èñëà

Æåëàòåëüíî òàêæå çíàêîìñòâî ñî ñâîéñòâàìè ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíê-
öèé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f1(x), f2(x), . . . , ôóíêöèé íà èíòåðâàëå (a, b) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî
ñõîäÿùåéñÿ ê ôóíêöèè f(x), åñëè ∀ε > 0 ∃N > 0, òàê ÷òî ∀n > N, x ∈ (a, b) |fn(x) − f(x)| < ε.
Èçâåñòíî, ÷òî ïðåäåë ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íåïðå-
ðûâåí; òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå è äèôôåðåíöèèðîâàíèå
(äëÿ ïîñëåäíåãî òðåáóåòñÿ òàêæå ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ).

Äàëåå ïðèâåäåí êðàòêèé ñëîâàðü íåêîòîðûõ òåðìèíîâ, âîçìîæíî, íåçíàêîìûõ ïåðâîêóðñíèêàì.

1. Âåùåñòâåííî- èëè êîìïëåêñíî-çíà÷íûé ðÿä
∑∞

k=1 ak íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü Sn =

∑n
k=1 ak ÷àñòè÷íûõ ñóìì èìååò ïðåäåë; ðÿä íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèì-

ñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∑∞

k=1 |ak|. Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà âëå÷åò åãî ñõîäèìîñòü. Ôóíê-
öèîíàëüíûé ðÿä

∑∞
k=1 ak(z), ìàæîðèðóåìûé àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì

∑∞
k=1 ck,

|ak(z)| ≤ |ck|, ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.
2. Ôóíêöèÿ f(z) âåùåñòâåííîãî èëè êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà z íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îá-
ëàñòè D, åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè z0 îáëàñòè D îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
ñõîäÿùèìÿ ñòåïåííûì ðÿäîì f(z) =

∑∞
k=0 ak(z0)(z−z0)k. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) èìååò â òî÷-

êå z0 ïîëþñ ïîðÿäêà n > 0, åñëè îíà àíàëèòè÷íà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 è
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë limz→z0(z − z0)nf(z). Â òàêîì ñëó÷àå â ýòîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíî-
ñòè ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì Ëîðàíà f(z) =

∑∞
k=−n ak(z0)(z − z0)k.

Êîýôôèöèåíò a−1(z0) íàçûâàåòñÿ âû÷åòîì ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z0. Åñëè z0 - ïðîcòîé ïîëþñ
(n = 1), òî âû÷åò Resz0 f(z) ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z0 ðàâåí ïðåäåëó limz→z0(z − z0)f(z) Ôóíêöèÿ
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, àíàëèòè÷íàÿ âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì äèñêðåòíîãî íàáîðà òî÷åê, ãäå
îíà èìååò ïîëþñû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, íàçûâàåòñÿ ìåðîìîðôíîé.
3. Èíòåãðàëû, ñ êîòîðûìè ïðèäåòñÿ ðàáîòàòü, êàê ïðàâèëî, áóäóò íåñîáñòâåííûìè. Íåñîáñòâåí-

íûé èíòåãðàë
∫∞
a f(x)dx ïîíèìàåòñÿ êàê ïðåäåë limb→∞

∫ b
a f(x)dx. Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî

ïðåäåëà ãîâîðÿò î ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà. Äðóãîé âèä íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà-∫ b
a f(x)dx, ãäå f(x) îãðàíè÷åíà íà ëþáîì èíòåðâàëå (a+ ε, b), íî íåîãðàíè÷åíà íà âñåì èíòåðâàëå

(a, b). Îí òàêæå ïîíèìàåòñÿ êàê ïðåäåë limε→0

∫ b
a+ε f(x)dx.

Çàäà÷è

1. Çíàÿ, ÷òî Ã-ôóíêöèÿ åñòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Γ(z + 1) = zΓ(z),

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ Γ(1) = 1, ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà 0,−1,−2, ... ÿâëÿþòñÿ ïðî-
ñòûìè ïîëþñàìè ôóíêöèè Γ(z). Íàéäèòå âû÷åòû ôóíêöèè Γ(z) â ýòèõ òî÷êàõ.

2. à) Ñóùåñòâóåò ïðåäåë limn→∞
(
1 + 1

2 + · · · 1n − log n
)
. Ýòîò ïðåäåë ïîëîæèòåëåí.

á) Äîêàæèòå, ÷òî áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

∞∏
n=1

{(
1 +

z

n

)
e−

z
n

}
àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì êîìïëåêñíîì z, ïðè÷åì ýòà ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ â
ëþáîé êîíå÷íîé ÷àñòè ïëîñêîñòè.



â) Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà γ, ÷òî Γ-ôóíêöèÿ â ïðåäñòàâëåíèè
Âåéåðøòðàññà

1

Γ(z)
= zeγz

∞∏
n=1

{(
1 +

z

n

)
e−

z
n

}
óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ Γ(z + 1) = zΓ(z).

3. Äîêàæèòå,÷òî Γ(1) = 1, Γ′(1) = −γ, ãäå γ = limn→∞ 1 + 1
2 + ...+ 1

n − log n � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(z) = Γ(z)Γ(1 − z) -ïåðèîäè÷åñêàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñ ïðî-
ñòûìè ïîëþñàìè â öåëûõ òî÷êàõ è åäèíè÷íûìè âû÷åòàìè â íèõ; ñîîòâåòñòâåííî, Φ−1(z) - âñþäó
îïðåäåëåííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïðîñòûìè íóëÿìè â öåëûõ òî÷êàõ.

5. Ïðîäîëæèòå àíàëèòè÷åñêè ýéëåðîâñêèé èíòåãðàë

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1dz

ñ îáëàñòè Re z > 0 â îáëàñòü z 6= 0, 1,−2, ..., ïðåäñòàâèâ ýòî ïðîäîëæåíèå ÿâíûì íåñîáñòâåííûì
èíòåãðàëîì â êàæäîé ïîëîñå −(n+ 1) < Re z < −n, ãäå n = 0, 1, ....

6. a) Âûâåäèòå èç èíòåãðàëà Ýéëåðà åãî æå ôîðìóëó

Γ(z) = lim
n→∞

1 · 2 · · · (n− 1)

z(z + 1) · · · (z + n− 1)
nz

á) Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé Γ-ôóíêöèè: Âåéåð-
øòðàññà è Ýéëåðà.

7. a) Ïîëüçóÿñü âûðàæåíèåì ýéëåðîâñêîãî èíòåãðàëà
∫ 1
0 t

p−1(1− t)q−1dt ÷åðåç îòíîøåíèå Γ-

ôóíêöèé,
∫ 1
0 t

p−1(1− t)q−1dt = Γ(p)Γ(q)/Γ(p+ q), âû÷èñëèòå Γ(12).
á) Âû÷èñëèòå îáúåì n-ìåðíîãî øàðà.

8. a) Ïîêàæèòå, ÷òî ïåðâàÿ è âòîðàÿ ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå Γ-ôóíêöèè ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ðÿäàìè, àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ ïðè z 6= 0,−1, ...:

d log Γ(z)

dz
= −γ − 1

z
+ z

∞∑
n=1

1

n(z + n)
,

d2 log Γ(z)

dz2
=

∞∑
n=1

1

(z + n)2
.

á) Ïîêàæèòå, ÷òî Γ(x) - ëîãàðèôìè÷åñêè âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî
àðãóìåíòà, ò.å., Γ(x) - ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíîãî âåùåñòâåí-
íîãî àðãóìåíòà x, òàêàÿ, ÷òî log Γ(x) îáëàäàåò ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè:

log Γ(x′)− log Γ(x)

x′ − x
>

log Γ(x′′)− log Γ(x)

x′′ − x
äëÿ âñÿêèõ ïîëîæèòåëüíûõ x, x′, x′′, òàêèõ, ÷òî x′ > x′′.

9. ∗∗ Äîêàæèòå, ÷òî Γ(x) - åäèíñòâåííîå ëîãàðèôìè÷åñêè âûïóêëîå ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî
óðàâíåíèÿ Γ(x+ 1) = xΓ(x) (çäåñü x > 0) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Γ(1) = 1.


