
Ëèñòîê 3

Çàäà÷è, îòìå÷åííûå çâåçäî÷êîé, íóæíî ñäàòü ïèñüìåííî. Êðàéíèé ñðîê ñäà÷è
âñåõ çàäà÷ (ïèñüìåííûõ è óñòíûõ) � 10.10.

Çàäà÷à 1. * Íàéäèòå çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñ ëàãðàíæèàíîì

L(x, y, ẋ, ẏ) = (ẋ)2 + (ẏ)2 + y.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå ãåîäåçè÷åñêèå ðèìàíîâîé ìåòðèêè

L(x, y, ẋ, ẏ) =
(ẋ)2 + (ẏ)2

y

â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè y > 0.

Çàäà÷à 3. Íàïèøèòå ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïîëÿðíûõ êîîð-
äèíàòàõ, êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò âñå ïðÿìûå. Òî÷íåå, ïóñòü x(t), y(t) êîîðäèíà-
òû òî÷êè íà ïðÿìîé, òî åñòü x(t) = a+bt, y(t) = c+dt äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò a,
b, c, d ∈ R, òàêèõ, ÷òî b2 + d2 ̸= 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r(t), ϕ(t) ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû. Íàïèøèòå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèè
r(t), ϕ(t). Óêàçàíèå: ïðåîáðàçóéòå åâêëèäîâó ìåòðèêó ê ïîëÿðíûì êîîðäèíà-
òàì, è çàïèøèòå äëÿ ïðåîáðàçîâàííîé ìåòðèêè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà.

Çàäà÷à 4. * Äîêàæèòå, ÷òî èñòèííûå òðàåêòîðèè ëàãðàíæèàíà

L(x, y, ẋ, ẏ) = ẋ2 + ẏ2 +
1√

x2 + y2

ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ ñòåïåíè 2.

Çàäà÷à 5. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ñêîëüçèò ïî ñôåðå áåç òðåíèÿ. Íàïèøèòå åå
ëàãðàíæèàí â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

Çàäà÷à 6. * Âûïèøèòå óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ íà ïàðàáîëîèäå âðàùåíèÿ z =
x2 + y2.

Çàäà÷à 7. Ðàññìîòðèì ìûëüíóþ ïëåíêó, íàòÿíóòóþ íà íåêîòîðûé êîíòóð. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ïëåíêà îäíîçíà÷íî ïðîåöèðóåòñÿ íà íåêîòîðóþ îáëàñòü D íà
ïëîñêîñòè xy. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìà ïëåíêè ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì íåêîòîðîé
ôóíêöèè u(x, y). Íàïèøèòå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè íà ôóíêöèþ
u. Óêàçàíèå: ïëåíêà ñòàðàåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè.

Çàäà÷à 8. * Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ R è a, ãåîäåçè÷åñêèìè
ðèìàíîâîé ìåòðèêè

L(x, y, ẋ, ẏ) = R2 (a
2 + x2)ẏ2 + 2xyẋẏ + (a2 + y2)ẋ2

(a2 + x2 + y2)2

ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå.
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