
"Ñïåöôóíêöèè". Òåçèñû 1-îé ëåêöèè.

1. Ìû õîòèì, êàê è Ýéëåð, ÷òîáû n! áûëî çíà÷åíèåì â òî÷êå n + 1 íåêîòîðîé
�õîðîøåé� ôóíêöèè Γ(s), n! = Γ(n + 1). Ýòî óñëîâèå íåäîñòàòî÷íî ñèëüíîå, óñèëèì
åãî, íàëîæèâ íà èñêîìóþ ôóíêöèþ ñîâìåñòèìîå ñ íèì ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå
Γ(s+ 1) = sΓ(s). Èìååòñÿ äâà ñïîñîáà ïîñòðîèòü ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ ýòîìó
óðàâíåíèþ

2. Ïåðâàÿ êîíñòðóêöèÿ Γ. Ïðîèçâåäåíèå ïëþñ ãèëüáåðòîâà ãîñòèíèöà. Äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè φ(s) ôîðìàëüíîå ïðîèçâåäåíèå Ψ(s) = φ(s)φ(s+1) · · ·φ(s+ i) · · · óäîâëåòâî-
ðÿåò ñîîòíîøåíèþ

Ψ(s+1) = φ(s+1)φ(s+2) · · ·φ(s+i) · · · = φ(s)−1φ(s)φ(s+1) · · ·φ(s+i) · · · = φ(s)−1Ψ(s).

Äëÿ Γ ìîæíî âçÿòü φ(s) = s−1. Ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå êàòàñòðîôè÷åñêè ðàñõîäèòñÿ,
iûé ñîìíîæèòåëü âåäåò ñåáÿ êàê 1/i. Äëÿ óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè äîìíîæèì íà áåñ-
êîíå÷íóþ êîíñòàíòó 1× 2× · · · × i× · · · . Ýòî âïîëíå áåçîáèäíî ò.ê. ôóíêöèîíàëüíîå
óðàâíåíèå îäíîðîäíî ïî Γ. Ïîëó÷èì îáðàòíîå ê ïðîèçâåäåíèþ
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Ê ñîæàëåíèþ, ïðîèçâåäåíèå âñå åùå ðàñõîäèòñÿ. Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó log x -
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè ëîãàðèôìà áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ò.å., ñõî-
äèìîñòè ðÿäà èç ëîãàðèôìîâ. Òàê êàê log(1 + s
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äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ A è B), òî ðÿä èç

ëîãàðèôìîâ ðàñõîäèòñÿ òàê æå, êàê è ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä s+s/2+ · · ·+s/n, ðàñõîäÿ-
ùèéñÿ êàê s log(n). Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç ñðàâíåíèÿ èíòåãðàëà îò 1/x è ñîîòâåòñòâó-
þùèõ âåðõíåé è íèæíåé èíòåãðàëüíûõ ñóìì, îòâå÷àþùèõ ðàçáèåíèþ {1, 2, · · · , n}
èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ [1, n]. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîé ðàñõîäèìîñòè ìîæíî ïðèìå-
íèòü äâà ìåòîäà

3. 1 ìåòîä (Âåéåðøòðàññ) Ðàçäåëèì êàæäûé ñîìíîæèòåëü íà ýêñïîíåíòó îò ðàñ-
õîäÿùåéñÿ ÷àñòè ëîãàðèôìà ñîìíîæèòåëÿ:
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4. 2 ìåòîä (Ýéëåð) Ðàçäåëèì êàæäîå êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå íà ýêñïîíåíòó îò åãî

ðàñõîäèìîñòè è ïîñëå ýòîãî ïåðåéäåì ê ïðåäåëó. Òàê êàê 1+1/2+· · ·+1/n ðàñõîäèòñÿ
êàê ln(n), ðåãóëÿðèçóþùèé ìíîæèòåëü ðàâåí exp(−s log(n)) = n−s. Îêîí÷àòåëüíî

PE(s)−1 = s lim
N→∞
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5. Ïðîèçâåäåíèÿ PW (s) è PE(s) ñõîäÿòñÿ è äàæå àáñîëþòíî (â ñìûñëå àáñîëþòíîé

ñõîäèìîñòè ðÿäà èç ëîãàðèôìîâ) è äàæå ðàâíîìåðíî íà îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ ïî
s (ñì. çàäà÷à 2á, ëèñòîê 1) .
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6. Ïðîèçâåäåíèÿ íàì áûëè íóæíû äëÿ ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
PE(s) óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ. PW (s) íå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ,
ïðè ñäâèãå âûáðàñûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ êîíñòàíòà, à óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿ-
åò ïîäïðàâëåííîå âûðàæåíèå ΓW (s) = exp(−γs)PW (s) äëÿ íåêîé êîíñòàíòû γ (ñì.
çàäà÷à 2â, ëèñòîê 1) ..

7. Ýòè áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ ñîâïàäàþò, ΓW (s) = PE(s) (ñì. çàäà÷à 6á, ëè-
ñòîê 1). Îáîçíà÷èì ýòè ðàâíûå ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç Γ(s). Äîêàæèòå, ÷òî Γ(n+1) = n!

8. Âòîðàÿ êîíñòðóêöèÿ Γ. Èíòåãðàë ïëþñ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Îáëàñòü
èíòåãðèðîâàíèÿ � íàïðèìåð, ëó÷ (0,∞) ò.ê. äðóãèå îäíîñâÿçíûå ñâîäÿòñÿ ê ýòîé
çàìåíîé ïåðåìåííûõ (äèôôåîìîðôèçìîì). Äëÿ ñõîäèìîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè õîðîø
ìíîæèòåëü exp(−t), îí æå óäîáåí äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Ïîïðîáóåì∫ ∞

0

φs(t) exp(−t)d t.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ äîñòàòî÷íî óñëîâèÿ ∂φs+1(t)/∂t = sφs(t)
ñ î÷åâèäíûì ðåøåíèåì φs(t) = ts−1. Â èòîãå

ΓE(s) =

∫ ∞
0

ts−1 exp(−t)d t.

9. Èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè Re(s) > 0.
Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè íà îáëàñòü âñåõ s âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì òðþêîì:

ΓE(s) =

∫ ∞
0

ts−1 exp(−t)d t =

∫ 1

0

ts−1 exp(−t)d t.+
∫ ∞
1

ts−1 exp(−t)d t =

∫ 1

0

ts−1d t+

∫ 1

0

ts−1(exp(−t)− 1)d t+

∫ ∞
1

ts−1 exp(−t)d t =

1/s+

∫ 1

0

ts−1(exp(−t)− 1)d t+

∫ ∞
1

ts−1 exp(−t)d t

Ïåðâûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ óæå ïðè Re(s) > −1; òàê êàê exp(−t) − 1 ∼ −t ïðè
t→ 0.

Óïðàæíåíèå. Ïðîäîëæèòå ΓE(s) â ïîëîñó Re(s) > −n
10. Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ ΓE(s), îïðåäåëåííàÿ ýéëåðîâñêèì èíòåãðàëîì, ñîâïàäàåò ñ

ýéëåðîâñêèì ïðåäåëîì PE(s).
Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Áóäåì ïðèáëèæàòü èíòåãðàë áåðóùèìñÿ, äëÿ ÷åãî àï-

ïðîêñèìèðóåì ýêñïîíåíòó ìíîãî÷ëåíàìè. Ýòî âîçìîæíî ëèøü íà êîíå÷íîì îòðåçêå,
ïîýòîìó â èíòåãðàëå âåðõíèé ïðåäåë òîæå íàäî âçÿòü êîíå÷íûì:∫ N

0

ts−1
(

1− s

N

)N
dt.

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë ïî èíäóêöèè, íåòðóäíî óáåäèòñÿ, ÷òî îí ðàâåí N !Ns

s(s+1)···(s+N)
, òàê

÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó ýéëåðîâ-
ñêèì èíòåãðàëîì è åãî êîíå÷íûì ïðèáëèæåíèåì ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîìN . Â ñèëó
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àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ýéëåðîâñêîãî èíòåãðàëà ïðè s > 0 èíòåãðàë
∫∞
N
ts−1 exp(−t)d t

còðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì N , òàê ÷òî âñå ñâîäèòñÿ ê îöåíêå èíòåãðàëà∫ N

0

{
e−t −

(
1− t

N

)}
ts−1dt.

Ïîäñòàâëÿÿ â íåðàâåíñòâî log(1 + u) > u, ãäå |u| < 1, âåëè÷èíó ±t/N â êà÷åñòâå u è
ýêñïîíåíöèèðóÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè 0 < t < N(

1− t

N

)N

< e−t <

(
1 +

t

N

)−N
,

îòêóäà, âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì (1− α)n > 1− nα ïðè 0 < α < 1, ïîëó÷àåì:

0 < e−t −
(

1− t

N

)N

= e−t

{
1− et

(
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}
< e−t
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}
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N
.

Çíà÷èò, îöåíèâàåìûé èíòåãðàë ìåíüøå C/N , ãäå C =
∫∞
0
e−tts+1ds, è ïîòîìó ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì N .
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