
úÁÄÁÞÉ �Ï ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÇÒÕ��ÁÍ 1, 26.09.2011{10.10.20111. ãÅÌØ ÚÁÄÁÞ 1{4| ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ é. ûÕÒÁ-ç. ÷ÅÊÌÑ: �ÕÓÔØ V |×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ d; ÔÏÇÄÁ × V ⊗n ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕ��Á GLd × Sn (Ô.Å. ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ,GLd \ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏ" É Sn �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ). õÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÁË GLd × Sn-ÍÏÄÕÌØ, V ⊗nÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ×ÉÄÁ V� ⊠ U� (Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 1), ÇÄÅ Õ � ÎÅ ÂÏÌØÛÅd ÓÔÒÏË. (îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ |�| = n, ÔÏ U� (ÓÏÏÔ×. T�) | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ (ÓÏÏÔ×. ÉÎ-ÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Sn). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ n É � ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ GLd-�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V�×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ É ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÔ ×ÓÅ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ GLd (Ô.Å. ÔÁËÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ � : GLd → GLN , Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �(A) �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× A).äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍ V ⊗n ËÁË Sn-ÍÏÄÕÌØ, É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ V� ËÁË ËÒÁÔÎÏÓÔØ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ U� (Ô.Å. V� = Cr�, ÇÄÅ r� | ËÒÁÔÎÏÓÔØ. éÌÉ ÅÝÅ V� = HomSn(U�; V ⊗n)). ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÇÒÕ��Ï-×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ A ËÁË ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ × End(V ⊗n) Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÉÄÁA⊗ : : :⊗ A; A ∈ GL(V ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A = Symn(End(V )) = ⊕� End(V�).2. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ: �ÕÓÔØ A | ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, É {Vi}i∈I | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ÅÅËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A →
⊕i∈I End(Vi). üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÀÒßÅË-ÔÉ×ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ Vi ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ É �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.3. éÚ ÚÁÄÁÞ 1 É 2 ÕÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ GLd-�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ V� ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ É �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÁÂÌÉ�Õ D ÆÏÒÍÙ �, É �ÕÓÔØ eD ∈ C[Sn℄ | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÔÏÒ àÎÇÁ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ V� ≃ eD · V ⊗n.4. �Å�ÅÒØ ÎÁÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ V� 6= 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Õ � ÎÅ ÂÏÌØÛÅ d ÓÔÒÏË. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏÓÔÒÏË � ÒÁ×ÎÏ k ≤ d. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ v1; : : : ; vd × V É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒ v := v⊗�11 ⊗ : : :⊗ v⊗�kk .a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ 〈�v; � ∈ Sn〉 ËÁË Sn-ÍÏÄÕÌØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ T�. ðÏÓËÏÌØËÕ U� ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ× T�, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ V� 6= 0.b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁË Sn-ÍÏÄÕÌØ V ⊗n ≃ ⊕�T 
�� , ÇÄÅ 
� | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ (ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ) ËÒÁÔÎÏÓÔÉ, Á ÓÕÍÍÁÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ �, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ d ÓÔÒÏË. ïÔÓÀÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ × Sn-ÍÏÄÕÌØ V ⊗n ×ÈÏÄÑÔÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ U�, Õ ËÏÔÏÒÙÈ � ≥ � ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÕÍÍÙ.Ó) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ � ≥ �, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË � ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÓÔÒÏË �.5. ðÒÉÍÅÒ: ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V(2;1) ≃ (Sym2 V )⊗VSym3 V ≃ (�2V )⊗V�3V .6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n ≤ d, ÔÏ EndGLd(V ⊗n) ≃ C[Sn℄.7. èÁÒÁËÔÅÒ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ � : GLd → GLN | ÜÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �� ÎÁ GLd ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ��(A) := Tr(�(A)).Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ��(A) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x1; : : : ; xd ÍÁÔÒÉ�Ù A É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xd.b)∗ ðÏ�ÒÏÂÕÊÔÅ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ûÕÒÁ-÷ÅÊÌÑ É ÆÏÒÍÕÌÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒ �� �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ V� ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ ûÕÒÁ s� ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xd. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÎÁÄÏ �ÏÎÑÔØ, × ËÁËÕÀ Ï�ÅÒÁ-�ÉÀ ÎÁÄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ GLd �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ûÕÒÁ-÷ÅÊÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ-òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ.8. ãÅÌØ ÚÁÄÁÞ 8{10 | ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 7b). éÔÁË, ÍÙ ÈÏÔÉÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒ �� �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑV� ÇÒÕ��Ù GLd = GL(V ).a) ðÕÓÔØ � = (n), Ô.Å. V� = Symn V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(n) = hn(x1; : : : ; xd) (�ÏÌÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ).b) ðÕÓÔØ � = (1; : : : ; 1), Ô.Å. V� = �nV . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(1;:::;1) = en(x1; : : : ; xd) (ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ).9. ðÕÓÔØ U |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù Sn. ðÏÌÏÖÉÍ SU(V ) = HomSn(U; V ⊗n)(�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ). îÁ�ÒÉÍÅÒ, SU�(V ) = V�. ðÕÓÔØ U ′ (ÓÏÏÔ×. U ′′) | �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Sn (ÓÏÏÔ×.Sm). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SU ′(V ) ⊗ SU ′′(V ) = SU ′?U ′′(V ), ÇÄÅ U ′ ? U ′′ = IndSn+mSn×Sm(U ′
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10. �Å�ÅÒØ ×Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 8,9 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 7b), Á ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏdimV� = ∏1≤i<j≤d �i−�j+j−ij−i = ∏ d−i+jhij . ÷ÔÏÒÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ËÌÅÔËÁÍ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ(i; j) ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ �, a hij | ÄÌÉÎÁ ËÒÀËÁ ËÌÅÔËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (i; j).11. ðÕÓÔØ N��� | ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ìÉÔÔÌ×ÕÄÁ-òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ, Ô.Å. U� ? U� = ⊕�UN���� .ðÕÓÔØ C��� | ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ) ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, Ô.Å. U� ⊗ U� = ⊕�Uó���� .Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C(n)�� = 1, ÅÓÌÉ � = �, É 0 ÉÎÁÞÅ; C(1;:::;1)�� = 1, ÅÓÌÉ � = �∗ (ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁàÎÇÁ), É 0 ÉÎÁÞÅ.b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SU�(V ⊕W ) = ⊕(V� ⊗W�)N���; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Symn(V ⊕W ) = ⊕a+b=n(Syma V ⊗ SymbW )É �n(V ⊕W ) = ⊕a+b=n(�aV ⊗ �bW ).
) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SU�(V ⊗W ) = ⊕(V� ⊗W�)C���; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Symn(V ⊗W ) = ⊕V� ⊗W� (ÓÕÍÍÁ �Ï ×ÓÅÍÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ n, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ dimV É dimW ÞÌÅÎÏ×); �n(V ⊗W ) = ⊕V� ⊗W�∗ (ÓÕÍÍÁ �Ï ×ÓÅÍÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ n, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ dimV ÞÌÅÎÏ×, É �ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ dimW ).12. Á) ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ � = (�1; : : : ; �r). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det (x�ij ) ·∏rj=1(1−xj)−1 = ∑ det (x�ij ), ÇÄÅÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ � = (�1; : : : ; �r), ÔÁËÉÍ ÞÔÏ �1 ≥ �1 > �2 ≥ �2 > : : : > �r ≥ �r.b) äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ðØÅÒÉ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ûÕÒÁ: s�s(m) = ∑ s�, ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ � = (�1; : : : ; �r+1), ÔÁËÉÍ ÞÔÏ �1 ≥ �1 ≥ �2 ≥ �2 ≥ : : : ≥ �r ≥ �r ≥ �r+1 ≥ 0 É ∑ �j =m+∑�j, Ô.Å. �Ï ×ÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍàÎÇÁ �, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÍ ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙàÎÇÁ � �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ m ËÌÅÔÏÞÅË× ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, s(2;1)s(2) = s(4;1) + s(3;2) + s(3;1;1) + s(2;2;1).
) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ SU� (Cd+1) 
 GLd+1 ÎÁ GLd Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ (Ó ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ 1)
SU�(Cd) �Ï ×ÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ �, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÍ ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ � ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈËÌÅÔÏÞÅË × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Sym•(V ⊕ �2V ) = ⊕� V�.14. ðÕÓÔØK�� |ÞÉÓÌÁ ëÏÓÔËÉ, Ô.Å. T� = ⊕�≥�UK��� . a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T ′� = ⊕�≤�UK�∗�∗� (�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ,ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÏ ÚÎÁËÏ×ÏÇÏ). b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � = (�1; : : : ; �r) ÉÍÅÅÍ ��1V ⊗: : :⊗��rV =
⊕�≥� V K���∗ .15. ðÕÓÔØ dimV = 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Symp(Symq V ) ≃ Symq(Symp V ) ËÁË �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ GL(V ) (×ÚÁÉÍ-ÎÏÓÔØ üÒÍÉÔÁ).


