
Ëèñòîê 4

Çàäà÷è, îòìå÷åííûå çâåçäî÷êîé, íóæíî ñäàòü ïèñüìåííî. Êðàéíèé ñðîê ñäà÷è

âñåõ çàäà÷ (ïèñüìåííûõ è óñòíûõ) � 10.10.

Çàäà÷à 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U ⊆ R � ñâÿçíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, è ãëàä-

êàÿ �óíêöèÿ f : U → R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ f ′′(x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ U .

Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ ïðÿìûõ ê ãðà�èêó �óíêöèè f

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò �óíêöèþ f . Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ ïðÿìûõ

ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçîâàíî êàê y = px− g(p), òî åñòü â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà p

ìîæíî âçÿòü òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé, à g(p) = f̂(p) � ïðåîáðàçîâàíèå

Ëåæàíæäðà �óíêöèè f .

Çàäà÷à 2. * Ïóñòü f : R
n → R � ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, âòîðîé äè��åðåíöèàë

êîòîðîé d2

x
f ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ R

n. Ïðîâåðüòå,

÷òî òîãäà d2

y
f̂ > 0 äëÿ âñåõ y ∈ R

n∗.

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà �óíêöèé (a) f(x) = ex, (b)
f(x) = xα

α
, α > 1.

Çàäà÷à 4. * Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Þíãà: f(x) + f̂(p) ≥ px. Âûâåäèòå îòñþäà,

÷òî
xα

α
+

pβ

β
≥ px åñëè α, β > 1,

1

α
+

1

β
= 1.

Çàäà÷à 5. �àññìîòðèì ãëàäêóþ �óíêöèþ u(x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

ìûëüíîé ïëåíêè

(1 + u2

y)uxx − 2uxuyuxy + (1 + u2

x)uyy = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ u äîïóñêàåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà û. Íàéäèòå

óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò �óíêöèÿ û.

Çàäà÷à 6. * Ïóñòü U ⊂ R
n � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òàêîå, ÷òî λU ⊆ U äëÿ

âñÿêîãî λ > 0. Ôóíêöèÿ f : U → R íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-îäíîðîäíîé

ñòåïåíè k, åñëè

f(λx1, λx2, . . . , λxn) = λkf(x1, . . . , xn)

äëÿ âñÿêîé òî÷êè (x1, . . . , xn) ∈ R
n è âñÿêîãî ÷èñëà λ > 0. Äîêàæèòå òåîðåìó

Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ �óíêöèÿõ: åñëè f � äè��åðåíöèðóåìàÿ ïîëîæèòåëüíî-

îäíîðîäíàÿ �óíêöèÿ ñòåïåíè k, òî

∂f

∂x
· x =

n∑

i=1

xi

∂f

∂xi

= kf.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü q = (q1, . . . , qn) è p = (p1, . . . , pn). Êîîðäèíàòà q1 íàçûâàåòñÿ

öèêëè÷åñêîé äëÿ ãàìèëüòîíèàíà H(q, p), åñëè H íå ñîäåðæèò ÿâíîé çàâèñèìîñòè

îò q1, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îò q2, . . . , qn, p1, . . . , pn. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè

q1 � öèêëè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà, òî ñîîòâåòñòâóþùèé èìïóëüñ p1 ñîõðÿíàåòñÿ (òî

åñòü íå çàâèñèò îò âðåìåíè äëÿ ëþáîé èñòèííîé òðàåêòîðèè).
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