
"Ñïåöôóíêöèè". Òåçèñû 3-åé ëåêöèè.

1. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè
∫ P (x)

Q(x)
dx

(çäåñü P (x) è Q(x) -ïîëèíîìû), âíà÷àëå äåëåíèåì ïîëèíîìîâ ñâîäÿò çàäà÷ó ê ñëó÷àþ,
êîãäà ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ ñòðîãî ìåíüøå ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ, à çàòåì ïîëó÷èâøóþñÿ
äðîáü ðàçëàãàþò íà ïðîñòåéøèå âèäà 1

(x−a)n , n ∈ C. Íàïðèìåð, äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðà-

ëà
∫

dx
x(x−1)(x−2) ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ðàñêëàäûâàþò â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé ñ

íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

1

x(x− 1)(x− 2)
=
A

x
+

B

x− 1
+

C

x− 2
.

Ïðèâîäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû
A(x− 1)(x− 2) +Bx(x− 2) +Cx(x− 1) = 1, êîòîðîå ðàçðåøàåòñÿ, íàïðèìåð, ïîäñòàíîâêîé
âìåñòî x çíà÷åíèé x = 0, 1, 2: A = C = 1/2, B = −1, òàê ÷òî∫

dx

x(x− 1)(x− 2)
=

1

2
(log |x|) + log |x− 2|)− log |x− 1|+ C = log

√
|x(x− 2)|
|x− 1|

+ C.

Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü äîñòèãíóò ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì òîæäåñòâà

1

(x− a)(x− b)
=

1

a− b

(
1

x− a
− 1

x− b

)
:

1

x(x− 1)(x− 2)
=

1

x

(
1

x− 2
− 1

x− 1

)
=

(
1

2(x− 2)
− 1

2(x− 1)

)
−
(

1

2(x− 1)
− 1

2x

)
=

=
1

2(x− 2)
− 1

x− 1
+

1

2x
.

2. Ïîïûòêà îáîáùèòü ýòè ðàññóæäåíèÿ íà èíòåãðàëû îò ðàöèîíàëüíûõ òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ âûðàæåíèé

∫ sin(x−a1)··· sin(x−an)
sin(x−b1)··· sin(x−bm)

dx ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ äâóõ

âèäîâ ïðîñòåéøèõ äðîáåé
1

sin(x− a)
è ctg(x−a), ïîÿâëÿþùèõñÿ ïðè äåëåíèè òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Íàïðèìåð,

sin(x− b)
sin(x− a)

=
sin(x− a+ (a− b))

sin(x− a)
= cos(a− b) 1

sin(x− a)
+ sin(a− b) ctg(x− a).

Òåïåðü äëÿ ðàçëîæåíèÿ ïðàâèëüíîé äðîáè íà ïðîñòåéøèå íåîáõîäèìû 3 òîæäåñòâà:

1

sin(x− a) sin(x− b)
=

1

sin(a− b)
(ctg(x− a)− ctg(x− b)) ,

ctg(x− a)
1

sin(x− b)
=

1

sin(a− b)

(
1

sin(x− a)
− cos(a− b)

sin(x− b)

)
,

ctg(x− a) ctg(x− b) = ctg(a− b) (ctg(x− a)− ctg(x− b))− 1.
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Ïîñëåäíåå òîæäåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïåðåèçëîæåíèåì ôîðìóëû êîòàíãåíñà ðàçíîñòè óãëîâ:

ctg(u− v) =
1 + ctg u ctg v

ctg v − ctg u
.

Íàïðèìåð, äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà
∫ dx

sin(x− a1) sin(x− a2) sin(x− a3)
ðàçëîæèì ïî-

äèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

1

sin(x− a1) sin(x− a2) sin(x− a3)
=

1

sin(x− a1)

(
1

sin(a2 − a3)
(ctg(x− a2)− ctg(x− a3))

)
=

1

sin(a2 − a3)

(
1

sin(a2 − a1)

(
1

sin(x− a2)
− cos(a1 − a2)

sin(x− a1)

)
−
(

1

sin(x− a3)
− cos(a1 − a3)

sin(x− a1)

))
=

1

sin(a1 − a2) sin(a1 − a3)
1

sin(x− a1)
+

1

sin(a2 − a1) sin(a2 − a3)
1

sin(x− a2)
+

1

sin(a3 − a1) sin(a2 − a2)
1

sin(x− a3)
+ C,

òàê ÷òî ∫
dx

sin(x− a1) sin(x− a2) sin(x− a3)
=

3∑
i=1

log tg x−ai
2∏

j 6=i sin(ai − aj)
+ C,

ïîñêîëüêó ∫
dx

sinx
=

∫
dx

2 sin x
2

cos x
2

=

∫
d tg x

2

tg x
2

= log tg
x

2
+ C

3. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû äîïîëíåíèÿ Ýéëåðà

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sinπz

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà:

d

dz
log Γ(z)Γ(1− z) =

d

dz
log

π

sin πz
= −π ctg πz.

Â ñàìîì äåëå, åñëè ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå ñîâïàäàþò, òî ëîãàðèôìû îáåèõ ÷àñòåé
ðàâåíñòâà îòëè÷àþòñÿ íà ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó, è Γ(z)Γ(1 − z) = A

sinπz
äëÿ íåêîòîðîé ïî-

ñòîÿííîé A, îòëè÷íîé îò íóëÿ. Óñòðåìèì â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå z ê íóëþ. Â ýòîì ïðåäåëå
Γ(z) âåäåò ñåáÿ êàê 1/z, Γ(1 − z) ñòðåìèòñÿ ê 1, à 1/ sinπz âåäåò ñåáÿ êàê 1/πz. Çíà÷èò,
ïîñòîÿííàÿ A ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàâíà π.

Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâàì ëîãàðèôìà, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà
ñóììå ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ ñîìíîæèòåëåé, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ÷àñò-
íîãî ðàâíà ðàçíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ. Ïîëüçóÿñü ïðåä-
ñòàâëåíèåì Âåéåðøòðàññà äëÿ Γ(z), èìååì:

d log Γ(z)

dz
= −γ − 1

z
+ lim

N→∞

N∑
n=1

(
1

n
− 1

z + n

)
= −γ − 1

z
+ z

∞∑
n=1

1

n(z + n)
.
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Áëàãîäàðÿ ïðèñóòñòâèþ ñëàãàåìûõ 1/n ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â ëþáîé êîíå÷íîé
îáëàñòè, íå ñîäåðæàùåé öåëûõ íåïîëîæèòåëüíûõ òî÷åê. Àíàëîãè÷íî,

d log Γ(1− z)

dz
= γ +

1

1− z
− lim

N→∞

N∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ 1− z

)
,

òàê ÷òî

d log Γ(z)Γ(1− z)

dz
= −1

z
− lim
N→∞

N∑
n=1

(
1

z − n
+

1

z + n

)
− lim
N→∞

1

z −N − 1
= − lim

N→∞

N∑
n=−N

1

z + n
.

Ïðåäåë ñóììû îò −N äî N ñõîäèòñÿ ïðè íåöåëîì z è íîñèò íàçâàíèå ñóììèðîâàíèÿ ïî
Ýéçåíøòåéíó:

d log Γ(z)Γ(1− z)

dz
= −

∑
e

n∈Z

1

z + n
.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òîæäåñòâà

π ctg πz =
∑

e
n∈Z

1

z + n
.

Ìîæíî ïîéòè äâóìÿ ïóòÿìè: ëèáî ïðîâåðèòü, ÷òî îáå ÷àñòè ïðåäïîëàãàåìîãî ðàâåíñòâà
óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó è òîìó æå ôóíêöèîíàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ (ôîðìóëà êîòàíãåíñà
ñóììû óãëîâ), ëáî îäíîìó è òîìó æå äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ. Âûáåðåì âòîðîé
ñïîñîá. Ïîñêîëüêó ctg′ x = −1/ sin2 x = − ctg2 x − 1, ôóíêöèÿ y = π ctg πz óäîâëåòâîðÿåò
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

dy

dz
= −y2 − π2.

Ïîïûòêà ïðîâåðèòü ýòî óðàâíåíèå äëÿ Ýéçåíøòåéíîâñêîãî ðÿäà
∑

e
1

z+n
íàòàëêèâàåòñÿ íà

òðóäíîñòè â ïåðåñóììèðîâàíèè êâàäðàòà ñèììåòðè÷íîé ñóììû; íåïîíÿòíî òàêæå, êàê ïðè
ïðàâèëüíîì ïåðåñóììèðîâàíèè ìîæåò âîçíèêíóòü ñëàãàåìîå π2. Ïîýòîìó ïðèìåíèì èñïû-
òàííûé ïðèåì: îáëåã÷èì ñåáå çàäà÷ó, ïðîäèôôåðåíöèèðîâàâ åùå ðàç ïîëó÷åííîå âûøå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, èíûìè ñëîâàìè, ïîïûòàåìñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ

y(z) =
∑

e
n∈Z

1

z + n

óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà

y′′ = −2yy′,

÷òî ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ñîîòíîøåíèÿ

∑
k∈Z

1

(z + k)3
=

(∑
n∈Z

1

(z + n)2

)(∑
e

m∈Z

1

z +m

)
,
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â êîòîðîì ëåâàÿ ÷àñòü è ïåðâûé ñîìíîæèòåëü ïðàâîé ÷àñòè ïðåäñòàâëåíû àáñîëþòíî ñõî-
äÿùèìèñÿ (ïðè íåöåëîì z) ðÿäàìè, äëÿ êîòîðûõ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ íå âàæåí. Ïîñëå
âû÷èòàíèÿ ñëàãàåìûõ ñ n = m ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè äîêàçûâàòü òîæäåñòâî

lim
N→∞

∑
n∈Z

N∑
m=−N,
m 6=n

1

(z + n)2
· 1

z +m
= 0.

Îïÿòü æå, â ñèëó ñõîäèìîñòè ðÿäà îáðàòíûõ êâàäðàòîâ, â íåì äîïóñêàåòñÿ èçìåíåíèå
ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ.

Ðàñêëàäûâàåì íà ïðîñòåéøèå äðîáè:

1

(z + n)2
· 1

z +m
=

1

(m− n)

1

z + n

(
1

z + n
− 1

z +m

)
=

=
1

(m− n)

1

(z + n)2
− 1

(m− n)2

(
1

z + n
− 1

z +m

)
,

òàê ÷òî

lim
N→∞

∑
n∈Z

N∑
m=−N,
m6=n

1

(z + n)2
· 1

z +m
=

= lim
N→∞

∑
n∈Z

N∑
m=−N,
m6=n

(
1

(m− n)

1

(z + n)2
− 1

(m− n)2

(
1

z + n
− 1

z +m

))

Ïðè ôèêñèðîâàííîì n

lim
N→∞

N∑
m=−N,
m 6=n

1

(m− n)
= 0,

â äðóãîì æå ñëàãàåìîì, â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè,

N∑
m,n=−N,
m6=n

1

(m− n)2

(
1

z + n
− 1

z +m

)
= 0,

òàê ÷òî è îáùèé ïðåäåë ðàâåí íóëþ. Èòàê, ðÿä Ýéçåíøòåéíà y(z) =
∑

e
n∈Z

1
z+n

óäîâëåòâîðÿåò

äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ y′′ = −2yy′, ò.å., (y′+ y2)′ = 0, îòêóäà y′ = −(y2±C2) äëÿ
íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C è íåêîòîðîãî çíàêà + èëè −. Òàêîå óðàâíåíèå èíòåãðèðóåòñÿ
ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ: ∫

dy

y2 ± C2
= −

∫
dz.

Åñëè çíàê ïðè C2 îòðèöàòåëåí, òî èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ðàâåí
1

2C
log

y − C
y + C

, òàê ÷òî

y = C cth(Cz+D) äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû D, ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé
ñ ïåðèîäîì 1. Òî÷íî òàêæå îòìåòàåòñÿ ñëó÷àé C = 0. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî çíàêà ïîëó÷àåì
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ðåøåíèå
1

C
arctg

y

C
= −z+D, òàê ÷òî y = C ctgC(z+D). Ïîñëåäíÿÿ ôóíêöèÿ èìååò ïåðèîä

1 òîëüêî åñëè C = π. Èòàê, ðÿä Ýéçåíøòåéíà y(z) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ

y′ = −y2 − π2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðÿä Ýéçåíøòåéíà y(z) =
∑

e
n∈Z

1
z+n

îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèè π ctg πz íà

ñäâèã D àðãóìåíòà z. Ïîñêîëüêó æå îáå ôóíêöèè âåäóò ñåáÿ ïðè ñòðåìëåíèè z ê íóëþ
êàê 1/z, ñäâèã ðàâåí íóëþ è ôóíêöèè ñîâïàäàþò, ÷òî è äîêàçûâàåò ôîðìóëó äîïîëíåíèÿ
Ýéëåðà.

4. Ýòó æå ïîñòîÿííóþ C2 ìîæíî âû÷èñëèòü è äðóãèì ñïîñîáîì. Ôóíêöèÿ

ỹ(z) = y(z)− 1

z
= lim

N→∞

N∑
n=1

(
1

z − n
+

1

z + n

)
ðåãóëÿðíà â íóëå. Ðàçëîæèì åå â ðÿä Òåéëîðà â íóëå, âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçëîæåíèÿìè

1

z − n
= −

∑
k≥0

zk

nk+1
,

1

z + n
=
∑
k≥0

(−z)k

nk+1
,

àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ ïðè |z| < 1. Ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå ỹ =
∑∞

k=0 γkz
k, ãäå γk = 0, åñëè

k ÷åòíî, è γk = −2
∑∞

n=1

1

nk+1
, åñëè k íå÷åòíî. Â ÷àñòíîñòè, γ0 = γ2 = 0 è γ1 = −2

∑∞
n=1

1

n2
,

òàê ÷òî

y(z) =
1

z
+ γ1z + o(z2).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y′ = −y2 − C2,

− 1

z2
+ γ1 + o(z) = −

(
1

z
+ γ1z + o(z2)

)2

− C2 = − 1

z2
− 2γ1 − C2 + o(z),

ïîëó÷àåì C2 = −3γ1, ò.å.,
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.
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