
1 Ðàçëè÷íûå òèïû ïîëåé â êëàññè÷åñêîé òåîðèè

• Âåùåñòâåííîå ñêàëÿðíîå ïîëå φ. Òèïè÷íàÿ ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà:

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ)

• Êîìïëåêñíîå ñêàëÿðíîå ïîëå φ:

L =
1

2
∂µφ∂

µφ̄− V (φ, φ̄)

• Cêàëÿðíîå ïîëå ñ âíóòðåííèìè ñèììåòðèÿìè (ïðèíèìàåò çíà÷åíèå â àëãåáðå
Ëè, ãðóïïå Ëè èëè îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå). Íàïðèìåð, ãëàâíîå êèðàëüíîå
ïîëå g ∈ SL(N) èìååò ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà

L = tr (∂µg ∂
µg−1)

• Âåêòîðíîå ïîëå. Ïðèìåð: ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå Aµ,

L = −1

4
F µνFµν , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

• Âåêòîðíîå ïîëå Aµ ñ âíóòðåííèìè (�öâåòîâûìè�) ñèììåòðèÿìè: Aµ � ýðìèòîâà
ìàòðèöà â �öâåòîâîì� ïðîñòðàíñòâå, Aµ = {Aab

µ }, A†µ = Aµ (ïîëå ßíãà-Ìèëëñà).
Ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà

L = −tr (FµνFµν) , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]

2 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ

2.1 Âåùåñòâåííîå ñêàëÿðíîå ïîëå

Åñëè ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà L çàâèñèò îò êîîðäèíàò è âðåìåíè òîëüêî ïîñðåäñòâîì
ïîëÿ φ, ìîæíî íàïèñàòü

∂L
∂xµ

=
∂L
∂φ

∂φ

∂xµ
+

∂L
∂φ, ν

∂φ, ν

∂xµ

(Çäåñü è íèæå èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå ñîêðàùåíèÿ ∂ν = ∂/∂xν , ∂ν = ∂/∂xν ,
φ, ν = ∂νφ, φ

, ν = ∂νφ.) Ïîäñòàâèâ ñþäà óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà

∂L
∂φ

= ∂ν

(
∂L
∂φ, ν

)

âèäèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íà óðàâíåíèè äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé:

∂L
∂xµ

= ∂ν

(
φ, µ

∂L
∂φ, ν

)
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÷òî ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â âèäå

∂ν

(
φ, µ

∂L
∂φ, ν

− δνµL
)
= 0

Èíûìè ñëîâàìè, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîëÿ ýêâèâàëåíòíû ðàâåíñòâó íóëþ äèâåðãåí-
öèè òåíçîðà

T µν = ∂µφ
∂L

∂(∂νφ)
− ηµνL

ò.å.
∂νT

µν = 0

èëè ïîäðîáíåå

∂tT
µ0 +

3∑
i=1

∂iT
µi = 0

Òåíçîð T µν íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ. Ðàâåíñòâî ∂νT
µν = 0 ëî-

êàëüíî âûðàæàåò (è âëå÷åò çà ñîáîé) çàêîí ñîõðàíåíèÿ âåëè÷èí

P µ =
∫
T µ0d3x

(èíòåãðèðîâàíèå èäåò ïî 3-ìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó â ìîìåíò âðåìåíè t), êîòîðûå
ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ êîìïîíåíòàìè 4-èìïóëüñà ïîëÿ.

Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ ïëîòíîñòüþ ëàãðàíæèàíà L = 1
2
∂µφ∂

µφ− V (φ)

T µν = ∂µφ∂νφ− ηµνL

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî îí ïîëó÷èëñÿ ñèììåòðè÷åí. Åãî êîìïîíåíòû:

T 00 = H =
1

2
(∂tφ)

2 +
1

2
(∇⃗φ)2 + V (φ)

(ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïîëÿ)
T i0 = P i = −(∂xiφ)(∂tφ)

(ïëîòíîñòü èìïóëüñà ïîëÿ). Êîìïîíåíòû T 0i îïðåäåëÿþò ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè
� êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, ïðîòåêàþùåé â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíèöó ïîâåðõíîñòè.
Ýòî ìîæíî ïîíÿòü, ïðîèíòåãðèðîâàâ ðàâåíñòâî ∂tT

00+∂iT
0i = 0 ïî 3-ìåðíîìó îáúåìó

è ïðåîáðàçîâàâ îáúåìíûé èíòåãðàë îò äèâåðãåíöèè â ïîâåðõíîñòíûé:

∂t

∫
T 00d3x = −

∮
T 0idsi

Ñëåâà ñòîèò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýíåðãèè â îáúåìå, à ñïðàâà � êîëè÷åñòâî ýíåðãèè,
ïðîòåêàþùåé ÷åðåç åãî ãðàíèöó. Ñèììåòðè÷íîñòü òåíçîðà T µν îçíà÷àåò, ÷òî â ðå-
ëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ïëîòíîñòü èìïóëüñà ðàâíà ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè (âîîáùå
ãîâîðÿ, ýòî íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû). Ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû T ik âûðàæàþò-
ñÿ ÷åðåç 3-ìåðíûé òåíçîð ïëîòíîñòè ïîòîêà èìïóëüñà (òåíçîð íàïðÿæåíèé).

Îòîæäåñòâëåíèå êîìïîíåíòû T 00 òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ñ ïëîòíîñòüþ ãà-
ìèëüòîíèàíà, à èíòåãðàëà

H =
∫
T 00d3x =

∫
Hd3x
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ñ ýíåðãèåé ïîëÿ ñîãëàñîâàíî ñ ãàìèëüòîíîâûì ôîðìàëèçìîì. Äåéñòâèòåëüíî, ëàãðàí-
æèàí ïîëÿ èìååò âèä L =

∫
L d3x, òîãäà îáîáùåííûé èìïóëüñ p = p(x) (íå ïóòàòü ñ

èìïóëüñîì ïîëÿ!) ðàâåí

p =
∂L

∂(∂tφ)
=

δL

δ(∂tφ)
= ∂tφ

à ãàìèëüòîíèàí

H =
∫
p(x)∂tφ(x)d

3x− L =
∫ (1

2
p2 +

1

2
(∇⃗φ)2 + V (φ)

)
d3x

Î÷åâèäíî, ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ ýíåðãèåé ïîëÿ, îïðåäåëåííîé ñ ïîìîùüþ òåí-
çîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà. Ââåäÿ ñêîáêó Ïóàññîíà

{p(x), p(x′)} = {φ(x), φ(x′)} = 0 , {p(x), φ(x′)} = δ(x− x′)

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå äâèæåíèå ïîëÿ çàïèñûâàåòñÿ â ãàìèëüòîíîâîì âèäå

∂φ

∂t
= {H,φ} , ∂p

∂t
= {H, p}

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà
íå îäíîçíà÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè T µν � òåíçîð, îïðåäåëåííûé êàê âûøå, òî è

T̃ µν = T µν + ∂αψ
µνα , ψµνα = −ψµαν

óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå çàêîíó ñîõðàíåíèÿ, à âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîãî 4-èìïóëüñà ïî-
ëÿ íå ìåíÿåòñÿ. Äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà òðåáóþò
åãî ñèììåòðè÷íîñòè. Ãëóáîêèé ñìûñë ýòîãî óñëîâèÿ ñòàíåò ïîíÿòíûì ïðè ðàññìîò-
ðåíèè òåîðèè ïîëÿ â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè (â îáùåé òåîðèè îòíîñè-
òåëüíîñòè).

2.2 Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå

Ïðèìåíåíèå òîãî æå ìåòîäà ê ýëåêòðîìàãíèòíîìó ïîëþ ñ ïëîòíîñòüþ ëàãðàíæèàíà

L = −1

4
F µνFµν , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

äàåò

T̃ µν = −(∂µAα)F ν
α +

1

4
ηµνFαβF

αβ

Ýòîò òåíçîð íå ñèììåòðè÷åí. Äëÿ åãî ñèììåòðèçàöèè ìîæíî ïðèáàâèòü ê íåìó
(∂αA

µ)F να. Ïîñêîëüêó â îòñóòñòâèå çàðÿäîâ ∂αF
να = 0, ìîæíî íàïèñàòü

(∂αA
µ)F να = ∂α(A

µF να)

Òåíçîð F µν àíòèñèììåòðè÷åí, è, ñëåäîâàòåëüíî, äîáàâêà èìååò êàê ðàç òîò âèä,
êîòîðûé óêàçàí â êîíöå ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, è ïîòîìó ìîæåò áûòü ïðèáàâëåíà ê
òåíçîðó ýíåðãèè-èìïóëüñà áåç èçìåíåíèÿ åãî ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Ñèììåòðè÷íûé
òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååò âèä

T µν = −F µαF ν
α +

1

4
ηµνFαβF

αβ

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ íàïèñàòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ åãî êîìïîíåíò
÷åðåç ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ è îáñóäèòü èõ ñìûñë.
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3 Ìîäåëè òåîðèè ïîëÿ â 1 + 1 èçìåðåíèÿõ (íåîáÿçà-

òåëüíûé ðàçäåë)

Â 1 + 1 èçìåðåíèÿõ èìååòñÿ ðÿä âàæíûõ íåòðèâèàëüíûõ ìîäåëåé òåîðèè ïîëÿ, êî-
òîðûå ìîãóò áûòü ðåøåíû òî÷íî. Èõ ðîëü è çíà÷åíèå:

• ñëóæàò óïðîùåííûìè ìîäåëÿìè ðåàëèñòè÷åñêèõ òåîðèé ïîëÿ

• èãðàþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå âûñîêèõ
ýíåðãèé (òåîðèè ñòðóí)

Íà ïðèìåðàõ ìîæíî óâèäåòü, ÷òî â 1+1 èçìåðåíèÿõ ÷àñòèöû ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê âîçáóæäåíèÿ (�ñãóñòêè�) ïîëÿ.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ìîäåëü ñêëÿðíîãî ïîëÿ ñ ïîòåíöèàëîì

V (φ) =
1

2
m2φ2 − 1

2
g2φ4

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
φtt − φxx +m2φ− 2g2φ3 = 0

èìååò òî÷íîå ðåøåíèå

φ(x, t) = ± m/g

cosh
m(x− vt)√

1− v2

êîòîðîå îïèñûâàåò äâèæåíèå ëîêàëèçîâàííîãî â ïðîñòðàíñòâå (òî÷íåå, ýêñïîíåíöè-
àëüíî óáûâàþùåãî) âîçáóæäåíèÿ (ñîëèòîíà) ñî ñêîðîñòüþ v. Â ìîäåëè ñ ïîòåíöèà-
ëîì

V (φ) = − 1

2
m2φ2 +

1

2
g2φ4

èìåååòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå òèïà êèíêà

φ(x, t) = ± m√
2 g

tanh
m(x− vt)√

1− v2

ñ ðàçíîé àñèìïòîòèêîé íà −∞ è +∞. Ïîäîáíûå �îäíî÷àñòè÷íûå� ðåøåíèÿ � íå ðåä-
êîñòü â 1 + 1 ìåðíûõ òåîðèÿõ ïîëÿ. Èõ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ÷àñòèöû ñ ìàññîé,
îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé êîíñòàíòå ñâÿçè g. Îäíàêî, òî÷íûå ðåøåíèÿ, îïèñûâàþ-
ùèå âçàèìîäåéñòâèå äâóõ, òðåõ è ò.ä. âîçáóæäåíèé òàêîãî òèïà, êàê ïðàâèëî, îòñóò-
ñòâóþò. Èõ íàëè÷èå ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì òî÷íîé èíòåãðèðóåìîñòè ìîäåëè.

Ìîäåëü ñèíóñ-Ãîðäîí (ÑÃ)

Îäíîé èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ òî÷íî èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ñèíóñ-
Ãîðäîí (ÑÃ) ñ ïëîòíîñòüþ ëàãðàíæèàíà

L =
1

2
(∂tφ)

2 − 1

2
(∂xφ)

2 +
m2

β2

(
cos(βφ)− 1

)
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è óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ

∂2t φ− ∂2xφ+
m2

β
sin(βφ) = 0

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ÑÃ. Â ïåðåìåííûõ ñâåòîâîãî êîíóñà ξ± = 1
2
(x ± t)

îíî ïðèíèìàåò âèä
∂2φ

∂ξ+∂ξ−
=
m2

β
sin(βφ)

Òî÷íàÿ èíòåãðèðóåìîñòü ìîäåëè ÑÃ (êàê è âñåõ èçâåñòíûõ ñåãîäíÿ íåëèíåéíûõ
èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé òåîðèè ïîëÿ) îñíîâàíà íà òîì ôàêòå, ÷òî íåëèíåéíîå óðàâ-
íåíèå ÑÃ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà âñïîìîãàòåëüíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ Ψ:

∂xΨ = U(λ)Ψ

∂tΨ = V (λ)Ψ
, Ψ =

(
Ψ1

Ψ2

)

Ìàòðèöû U , V çàâèñÿò îò äîïîëíèòåëüíîãî êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà λ (êîòîðûé
íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì) è èìåþò âèä

U(λ) =
1

4i


β∂tφ −m

(
λe

iβ
2

φ + λ−1e−
iβ
2

φ
)

m
(
λe−

iβ
2

φ + λ−1e
iβ
2

φ
)

−β∂tφ



V (λ) =
1

4i


β∂xφ −m

(
λe

iβ
2

φ − λ−1e−
iβ
2

φ
)

m
(
λe−

iβ
2

φ − λ−1e
iβ
2

φ
)

−β∂xφ


Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò âèä óñëîâèÿ íóëåâîé êðèâèçíû
äëÿ ñâÿçíîñòè (U, V ), êîòîðîå äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ïðè âñåõ λ:

∂tU(λ)− ∂xV (λ) + [U(λ), V (λ)] = 0

Ïðîñòîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îíî ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ ÑÃ.

Ñìûñë óñëîâèÿ íóëåâîé êðèâèçíû â òîì, ÷òî åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ, ðåçóëüòàò
èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè t, x íå çàâèñèò îò ïîðÿä-
êà, â êîòîðîì ïðîèçâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå. Íàïðèìåð, èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó (t, x)
ìîæíî ïîïàñòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè: ñíà÷àëà (0, 0) −→ (0, x), à ïîòîì (0, x) −→ (t, x),
ëèáî ñíà÷àëà (0, 0) −→ (t, 0), à ïîòîì (t, 0) −→ (t, x), è ðåçóëüòàòû ñîâïàäóò. Ýòî è
îçíà÷àåò ñîâìåñòíîñòü äâóõ óðàâíåíèé.

Ïîëüçà ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà λ, â òîì, ÷òî
îíî ñðàçó ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íûé íàáîð èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ. Ðàññìîò-
ðèì, íàïðèìåð, ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ïðîñòðàíñòâå íà îòðåçêå [0, L].
Ïóñòü T(λ, t) � ìàòðèöà ïåðåõîäà íà ïåðèîä äëÿ ïåðâîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â
ìîìåíò âðåìåíè t, ò.å.

Ψ(L, t) = T(λ, t)Ψ(0, t)
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Îíà ìîæåò áûòü ôîðìàëüíî ïðåäñòàâëåíà êàê óïîðÿäî÷åííàÿ ýêñïîíåíòà

T(λ, t) =
←−
exp

∫ L

0
U(x, t;λ)dx

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, óñëîâèå íóëåâîé êðèâèçíû ãàðàíòèðóåò íåçàâèñèìîñòü ðå-
çóëüòàòà èíòåãðèðîâàíèÿ îò ïóòè. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â ñîâîêóïíîñòè ñ ïåðèîäè÷íî-
ñòüþ ñ ïåðèîäîì L ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöû ïåðåõîäà äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè t1 è
t2 ïîäîáíû:

T(λ, t2) = S(t1, t2;λ)T(λ, t1)S
−1(t1, t2;λ)

ñ ìàòðèöåé

S(t1, t2;λ) =
←−
exp

∫ t2

t1
V (0, t;λ)dt =

←−
exp

∫ t2

t1
V (L, t;λ)dt

(âòîðîå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè) è, çíà÷èò, âñå êîýôôèöèåíòû
ðàçëîæåíèÿ ñëåäà ìàòðèöû T(λ, t) â ðÿä ïî λ � èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, ò. å.

trT(λ, t) =
∑
n

Hnλ
n

è dHn/dt = 0.
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