
1. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà

Îñíîâíûå èäåè ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè ïðèøëè èç ãåîìåòðè-
÷åñêîé îïòèêè. Ïîýòîìó ìû ñíà÷àëà îáñóäèì îñíîâíûå ïðèíèöû
ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè, à ïîòîì ñôîðìóëèðóåì àíàëîãè÷íûå ïðèí-
öèïû ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà êàê äâèæåíèå ÷à-

ñòèö � ôîòîíîâ. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè äâèæåòñÿ ôîòîí? Îêàçûâà-
åòñÿ, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òðàåêòîðèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà, èñ-
õîäÿ èç ñëåäóþùåãî ïðèíöèïà, ñôîðìóëèðîâàííîãî Ôåðìà â 1650
ãîäó: ñâåò âûáèðàåò òàêóþ òðàåêòîðèþ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè,
äâèæåíèå ïî êîòîðîé çàíèìàåò ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.
Ïðèíöèïó Ôåðìà ïðåäøåñòâîâàëè êàê ýêñïåðèìåíòàëüíûå, òàê

è òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ äâèæåíèÿ ñâåòà. Î÷åíü ìíîãî áûëî
ñäåëàíî ãðåêàìè. Ïòîëåìåé, îòêàçàâøèñü îò ãðå÷åñêîé òðàäèöèè
èçó÷àòü ÿâëåíèÿ ïðèðîäû óìîçðèòåëüíî è äåäóêòèâíî, ïðîâîäèë
ìíîæåñòâî ýêñïåðèìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, îí îñòàâèë òàáëèöû çàâè-
ñèìîñòè óãëîâ ïðåëîìëåíèÿ îò óãëîâ ïàäåíèÿ. Ãåðîí Àëåêñàíäðèé-
ñêèé ñôîðìóëèðîâàë ïðèíöèï íàèìåíüøåãî ðàññòîÿíèÿ, êîòîðûé
ïðèìåíèì ê îäíîðîäíûì è èçîòðîïíûì ñðåäàì. Ñîãëàñíî ïðèíöè-
ïó Ãåðîíà, ñâåò â òàêèõ ñðåäàõ äîëæåí ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ïî ïðÿ-
ìîé. Íî ýòîò ïðèíöèï íå îáúÿñíÿë ÿâëåíèå ïðåëîìëåíèÿ. Ïðèíöèï
Ôåðìà îáúÿñíÿåò ýôôåêò ïðåëîìëåíèÿ, à òàêæå ìíîæåñòâî äðóãèõ
ýôôåêòîâ.
Íàïðèìåð, äëÿ êîíñòðóêöèè ëèíç äîñòàòî÷íî ïîëüçîâàòüñÿ òîëü-

êî ïðèíöèïîì Ôåðìà. Íà çàêàòå, êîãäà ìû âèäèì ñîëíöå ó ñàìîãî
ãîðèçîíòà, îíî íà ñàìîì äåëå óæå çàøëî, òî åñòü ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþ-
ùàÿ íàñ (íàáëþäàòåëÿ) è ñîëíöå, ïåðåñåêàåò çåìíóþ ïîâåðõíîñòü.
Òî, ÷òî ìû âñå òàêè âèäèì ñîëíöå, ñâÿçàíî ñ èçãèáàíèåì ëó÷åé.
Ëó÷è èçãèáàþòñÿ, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñâîé ïóòü ÷åðåç ïëîòíûå
ñëîè àòìîñôåðû, â êîòîðûõ ñêîðîñòü ñâåòà íèæå. Ñ èçãèáàíèåì
ëó÷åé ñâÿçàíî åùå è òî, ÷òî âèäèìàÿ ôîðìà ñîëíöà íà çàêàòå íå
êðóãëàÿ, à ñïëþñíóòàÿ.
Íà ãîðÿ÷åì àñôàëüòå èëè ãîðÿ÷åì ïåñêå ìîæíî óâèäåòü ìèðàæ.

Ëó÷è êàê áû îòðàæàþòñÿ îò ãîðÿ÷åãî ïîòîêà âîçäóõà. Íà ñàìîì
äåëå, ýòî ÿâëåíèå ìîæíî îáúÿñíèòü ïðè ïîìîùè ïðèíöèïà Ôåðìà:
ëó÷àì âûãîäíî èçãèáàòüñÿ è ïðîõîäèòü ñóùåñòâåííîå ðàññòîÿíèå
÷åðåç ãîðÿ÷èé âîçäóõ, ïîòîìó ÷òî ñêîðîñòü ñâåòà â ãîðÿ÷åì âîçäóõå
áîëüøå, ÷åì â õîëîäíîì.
Ïîñòàðàåìñÿ ôîðìàëèçîâàòü ïðèíöèï Ôåðìà. Ìû ïðåäïîëàãàåì,

÷òî ñêîðîñòü ñâåòà â äàííîé òî÷êå çàâèñèò òîëüêî îò òî÷êè è îò
íàïðàâëåíèÿ, â êîòîðîì äâèæåòñÿ ñâåò (íî íå îò òîãî, ñêàæåì, ãäå
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ðàñïîëîæåí èñòî÷íèê ñâåòà è êàêîâà åãî èíòåíñèâíîñòü). Ñêîðîñòü
ñâåòà â äàííîé ñðåäå òåì ñàìûì ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ôèçè÷å-
ñêèìè ñâîéñòâàìè ñðåäû. Ñðåäà íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíîé, åñëè ñêî-
ðîñòü ñâåòà çàâèñèò òîëüêî îò òî÷êè, íî íå îò íàïðàâëåíèÿ. Áóäåì
ïîëàãàòü äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ñðåäà èçîòðîïíà. Òîãäà ñêîðîñòü ñâåòà
ìîæíî èçîáðàçèòü ôóíêöèåé òî÷êè.
Âîîáùå-òî, ñâåò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,

íî ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïëîñêîñòè. Ïóñòü
v(x, y) � ñêîðîñòü ñâåòà â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè x è y. Òîãäà ñâå-
òîâàÿ òðàåêòîðèÿ ìèíèìèçèðóåò èíòåãðàë

(x1,y1)∫
(x0,y0)

ds

v(x, y)

Ýòîò èíòåãðàë âçÿò ïî êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (x0, y0) è (x1, y1)
(ýòè òî÷êè çàôèêñèðîâàíû), è íàçûâàåòñÿ îïòè÷åñêîé äëèíîé êðè-
âîé. Ïàðàìåòð s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà êðèâîé (òî åñòü òà-
êîé ïàðàìåòð, ïðèðàùåíèå êîòîðîãî íà ïðîèçâîëüíîé äóãå êðèâîé
ðàâíî äëèíå ýòîé äóãè). Èíòåãðàë ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê îäíî-
ìåðíûé èíòåãðàë

L∫
0

ds

v(x(s), y(s))
,

ãäå L � äëèíà êðèâîé, à x = x(s), y = y(s) � ïàðàìåòðè÷åñêîå
óðàâíåíèå êðèâîé ÷åðåç íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð s. Òåì ñàìûì, îï-
òè÷åñêàÿ äëèíà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò êðèâîé, è îíà îïðåäåëåíà
íà âñåõ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ êðèâûõ ñ ôèêñèðîâàííûìè êîíöàìè.
Ïðèíöèï Ôåðìà óòâåðæäàåò, ÷òî ñâåò äâèæåòñÿ ïî êðèâîé, íà êî-
òîðîé ýòà ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà.
Ïðèíöèï Ôåðìà íóæäàåòñÿ â íåêîòîðûõ óòî÷íåíèÿõ. Íàïðèìåð,

íóæíî äîïóñêàòü íå òîëüêî òàêèå òðàåêòîðèè, âäîëü êîòîðûõ âðå-
ìÿ ïðîõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíî, íî è òðàêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå
ëþáûì êðèòè÷åñêèì òî÷êàì ôóíêöèîíàëà âðåìåíè ïðîõîæäåíèÿ.
Ýòà ìîäèôèêàöèÿ àíàëîãè÷íà òîìó, ÷òî âìåñòî ìèíèìóìà êàêîé-
ëèáî ôóíêöèè îò îäíîé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé ìû ðàññìàòðè-
âàåì òàêîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, ïðè êîòîðîì ïðîèçâîäíàÿ ôóíê-
öèè ðàâíà íóëþ. Òî÷êè ìèíèìóìà ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò,
íî íå òîëüêî îíè.
Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ è èçîòðîïíóþ ñðåäó, òî åñòü òàêóþ ñðå-

äó, â êîòîðîé ñêîðîñòü ñâåòà íå çàâèñèò íè îò òî÷êè, íè îò íàïðàâ-
ëåíèÿ. Òîãäà îïòè÷åñêàÿ äëèíà êðèâîé ïðîïîðöèîíàëüíà îáû÷íîé
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åâêëèäîâîé äëèíå êðèâîé. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìèçèðîâàòü âðåìÿ
� òî æå ñàìîå, ÷òî ìèíèìèçèðîâàòü äëèíó. Ìû çíàåì, êàêèå êðè-
âûå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå èìåþò ìèíèìàëüíóþ äëèíó � ýòî
ïðÿìûå ëèíèèè. Òàêèì îáðàçîì, â îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé ñðåäå
ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà ïðîèñõîäèò âäîëü ïðÿìîëèíåéíûõ ëó÷åé.
Ïðàâäà, ýòè ëó÷è ìîãóò îòðàæàòüñÿ îò ïîâåðõíîñòåé, ÷òî íåïî-

ñðåäñòâåííî íå ñëåäóåò èç ïðèíöèïà Ôåðìà, åñëè ïîíèìàòü åãî áóê-
âàëüíî. Ñêàæåì, åñëè ëó÷ ñâåòà âûáèðàåò ìåæäó òåì, ÷òîáû ïîéòè
ïî ïðÿìîé èëè îòðàçèòüñÿ, ñêàæåì, îò ïîâåðõíîñòè îçåðà, òî, ñî-
ãëàñíî ïðèíöèïó Ôåðìà, îí äîëæåí âûáðàòü ïåðâîå. Â ïðèðîäå æå
âûáèðàþòñÿ îáà âàðèàíòà; õîòÿ âòîðîé âàðèàíò âûáèðàåòñÿ, òàê
ñêàçàòü, ñ ìåíüøèì âåñîì, çàâèñÿùèì îò îòðàæàþùåé ñïîñîáíîñòè
ïîâåðõíîñòè.
Äîïóñòèì, ÷òî ëó÷ äîëæåí îòðàçèòüñÿ îò ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè.

Òî, êàê èìåííî ëó÷ ýòî äåëàåò, îïèñûâàåòñÿ ïðèíöèïîì Ôåðìà. Ðàñ-
ñìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ïëîñêóþ çàäà÷ó. Ëó÷ ñâåòà âûõîäèò èç òî÷-
êè A è îòðàæàåòñÿ îò ïðÿìîé l. Íàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ â òî÷êå B
è âèäèò îòðàæåííûé ñâåò. Ïî êàêîé êðèâîé èäåò ñâåò îò òî÷êè A
äî òî÷êè B?
Ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à:

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå êðèâóþ íàèìåíüøåé äëèíû, ñîåäèíÿþùóþ òî÷-
êè A è B è èìåþùóþ õîòÿ áû îäíó îáùóþ òî÷êó ñ ïðÿìîé l. Ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî A è B íàõîäÿòñÿ ïî îäíó è òó æå ñòîðîíó îò
ïðÿìîé l (èíà÷å çàäà÷à òðèâèàëüíà).

Ýòà çàäà÷à êðàñèâî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì îòðàæåíèÿ, êîòîðûé èíî-
ãäà ïðîõîäÿò â øêîëå íà ãåîìåòðèè. Íî ìîæíî ýòó çàäà÷ó ðåøàòü è
¾â ëîá¿. Äëÿ ýòîãî íóæíî çàìåòèòü, ÷òî îïòèìàëüíàÿ êðèâàÿ (åñëè
îíà ñóùåñòâóåò) äîëæíà ñîñòîÿòü èç äâóõ ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåç-
êîâ, îäèí èç êîòîðûõ èäåò îò òî÷êè A äî òî÷êè X íà ïðÿìîé l, à
äðóãîé îò òî÷êè X äî òî÷êè B. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåëàñü ê
çàäà÷å ñ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ìîæíî
âçÿòü êîîðäèíàòó òî÷êè X íà ïðÿìîé l. Îáîçíà÷èì ýòó êîîðäèíàòó
÷åðåç u. Áóäåì ïèñàòü X(u) âìåñòî X, èìåÿ â âèäó òî÷êó íà ïðÿ-
ìîé l ñ êîîðäèíàòîé u. Ìû, êîíå÷íî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîîðäèíàòà
u âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè X(u) è
X(u′) ðàâíî |u− u′|.

Çàäà÷à 2. Ïîñ÷èòàéòå ïðîèçâîäíóþ ïî u ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êà-
ìè A è X(u) (âûðàçèòå îòâåò ÷åðåç óãîë ìåæäó îòðåçêîì [A,X(u)]
è ïðÿìîé l).
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Ïóñòü α � óãîë ìåæäó îòðåçêîì [A,X(u)] è ïðÿìîé l. Îòâåò â
çàäà÷å òàêîé: ± cosα. Çíàê çàâèñèò îò òîãî, êàêîé èìåííî èç äâóõ
âîçìîæíûõ óãëîâ ìû ïðèíèìàåì çà α. Òåïåðü, ÷òîáû íàéòè êðàò-
÷àéøèé îòðàæåííûé ëó÷, íàì íóæíî íàéòè ìèíèìóì ñëåäóþùåé
ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé:

f(u) = |AX(u)|+ |X(u)B|,

ãäå |AX| îáîçíà÷àåò åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è X.
Ïðèðàâíÿâ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f ê íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî óãîë
ïàäåíèÿ äîëæåí áûòü ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ.
Ïåðåõîäÿ èç îäíîé îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ñðåäû â äðóãóþ, ëó÷

ïðåëîìëÿåòñÿ. Ýòî ÿâëåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñêîðîñòü ñâåòà ìå-
íÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå èç îäíîé ñðåäû â äðóãóþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
îäíà ñðåäà íàõîäèòñÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, è ñêîðîñòü ñâåòà â
ýòîé ñðåäå ðàâíà c1, à âòîðàÿ ñðåäà íàõîäèòñÿ â íèæíåé ïîëóïëîñ-
êîñòè, è ñêîðîñòü ñâåòà â ýòîé ñðåäå ðàâíà c2. Íàïðèìåð, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ñâåðõó íàõîäèòñÿ âîçäóõ, à ñíèçó âîäà. Ïóñòü l � ãî-
ðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ, ðàçäåëÿþùàÿ äâå íàøè ñðåäû. Êàê è ðàíü-
øå, îáîçíà÷èì ÷åðåç X(u) òî÷êó íà ïðÿìîé l, êîîðäèíàòà êîòîðîé
ðàâíà u.
Äîïóñòèì, ÷òî ëó÷ ñâåòà ïûòàåòñÿ ïîïàñòü èç òî÷êè A â òî÷êó

B, ïðè÷åì ïåðâàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ â âîçäóõå, à âòîðàÿ � â âîäå.
Ïîíÿòíî, ÷òî ñíà÷àëà ëó÷ ïî ïðÿìîëèíåéíîìó îòðåçêó ïîéäåò èç
òî÷êè A â êàêóþ-òî òî÷êó ïðÿìîé l, à ïîòîì èç ýòîé òî÷êè â òî÷-
êó B, îïÿòü ïî ïðÿìîëèíåéíîìó îòðåçêó. Ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å
ìèíèìèçàöèè ñëåäóþùåé ôóíêöèè:

f(u) =
|AX(u)|

c1
+

|X(u)B|
c2

.

Ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f ê íóëþ, ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùåå óðàâíåíèå:

cosα1

c1
=

cosα2

c2
.

Çäåñü α1 � ýòî óãîë ìåæäó îòðåçêîì [A,X(u)] è ïðÿìîé l, à α2 �
óãîë ìåæäó ïðÿìîé l è îòðåçêîì [X(u), B]. Óãëû âûáèðàþòñÿ òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ëèáî îáà óãëà îñòðûå, ëèáî îáà óãëà òóïûå. Ìû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî îáà óãëà îñòðûå.
Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó cosα1 è cosα2 íàçûâàåòñÿ çàêî-

íîì Ñíåëëà. Ýòîò çàêîí ïîëó÷èë Ñíåëë (âàðèàíò: Ñíåëëèóñ) â 1621
ãîäó.
Ñëåäóþùåå íåôîðìàëüíîå ðàññóæäåíèå ïîçâîëÿåò îáîáùèòü çà-

íîê Ñíåëëà íà ñëó÷àé èçîòðîïíîé ñðåäû, â êîòîðîé ñêîðîñòü ñâåòà
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(êàê ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ òî÷êè) çàâèñèò òîëüêî îò y-êîîðäèíàòû.
Ñíà÷àëà ïðåäñòàâèì ñåáå ñðåäó, ñîñòîÿùóþ èç áîëüøîãî ÷èñëà ãî-
ðèçîíòàëüíûõ ñëîåâ. Êàæäûé ñëîé çàêëþ÷åí ìåæäó äâóìÿ ïàðàë-
ëåëüíûìè ãîðèçîíòàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè (òî÷íåå, åñëè ìû äóìà-
åì ïðî ïëîñêîñòü, ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ãîðèçîíòàëüíûìè
ïðÿìûìè). Äîïóñòèì, ÷òî âíóòðè êàæäîãî ñëîÿ ñðåäà îäíîðîäíàÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ci ñêîðîñòü ñâåòà â i-îì ñëîå. Òîãäà çàêîí Ñíåëëà
ãîâîðèò î òîì, ÷òî âåëè÷èíà

cosαi

ci

ïîñòîÿííà (òî åñòü íå çàâèñèò îò i). Òåïåðü áóäåì äåëàòü ñëîè âñå
òîíüøå è òîíüøå. Ëþáàÿ èçîòðîïíàÿ ñðåäà, â êîòîðîé ñêîðîñòü ñâå-
òà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé v(y) îäíîé òîëüêî êîîðäèíàòû y,
ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî òî÷íî ïðèáëèæåíà ñðåäîé ñîñòîÿùåé èç
êîíå÷íîãî, íî î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà òîíêèõ ãîðèçîíòàëüíûõ ñëî-
åâ. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó (ìû çäåñü äîïóñêàåì ôèçè÷åñêèé óðîâåíü
ñòðîãîñòè, è íå îáîñíîâûâàåì çàêîííîñòü ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà),
ïîëó÷àåì, ÷òî

cosα(t)

v(y(t))
= const

âäîëü ëþáîãî ñâåòîâîãî ëó÷à (òî åñòü âåëè÷èíà, íàïèñàííàÿ â ëå-
âîé ÷àñòè, íå çàâèñèò îò t). Çäåñü t � ëþáîé ïàðàìåòð íà ñâåòîâîì
ëó÷å (íàïðèìåð, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x(t) è y(t) � ýòî êîîðäèíàòû
ôîòîíà â ìîìåíò âðåìåíè t). Óãîë α(t) � ýòî óãîë ìåæäó ñâåòîâûì
ëó÷îì è ãîðèçîíòàëüíûì íàïðàâëåíèåì â òî÷êå (x(t), y(t)). Ìû áó-
äåì íàçûâàòü ïîëó÷åííûé çàêîí îáîáùåííûì çàêîíîì Ñíåëëà.
Îáîáùåííûé çàêîí Ñíåëëà ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê äèôôåðåíöè-

àëüíîå óðàâíåíèå íà òðàåêòîðèþ. Îáîçíà÷èì

κ =
cosα(t)

v(y(t))
.

Ýòà âåëè÷èíà íå çàâèñèò îò t ïî îáîáùåííîìó çàêîíó Ñíåëëà. Äî-
ïóñòèì, ÷òî òðàåêòîðèÿ ñâåòîâîãî ëó÷à ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íåêîòî-
ðîé ôóíêöèè y = y(x). Òîãäà ìîæíî âçÿòü x âìåñòî ïàðàìåòðà t íà
ñâåòîâîì ëó÷å. Óãîë α(x), ò.å. óãîë íàêëîíà ñâåòîâîãî ëó÷à (ïî îò-
íîøåíèþ ê ãîðèçîíòàëüíîìó íàïðàâëåíèþ) ñâÿçàí ñ ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè y(x). Èìåííî, êàê ìû çíàåì, ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà òàíãåíñó
óãëà íàêëîíà. Òàíãåíñ è êîñèíóñ ñâÿçàíû ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

1 + tg2 α =
1

cos2 α
.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå íà ñâåòîâûå ëó÷è:

dy

dx
=

√
1− κ2v2(y)

κv(y)
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò y. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

Äîáàâëåíèÿ è çàäà÷è.

1.1. Âèëëåáðîðä Ñíåëë (1580�1626). Ãîëëàíäñêèé ìàòåìàòèê, ôèçèê è
àñòðîíîì, ïðîôåññîð Ëåéäåíñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ðàçðàáîòàë ìåòîä òðèàíãóëÿ-
öèè äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ èçìåðåíèé, â ÷àñòíîñòè, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàäèóñà Çåì-
ëè. Â 1621 ãîäó îòêðûë çàêîí ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà. Âïðî÷åì, êàê âûÿñíèëîñü,
ýòîò çàêîí áûë èçâåñòåí åùå ïåðñèäñêîìó ìàòåìàòèêó è ôèçèêó Èáí Ñàëþ (çà-
êîí ïðåëîìëåíèÿ ôèãóðèðóåò â åãî òðàêòàòå î êîíñòðóêöèè îïòè÷åñêèõ ëèíç,
äàòèðóåìîì 984 ãîäîì).

1.2. Ïüåð äå Ôåðìà (1601�1665). Ñîâåòíèê ïàðëàìåíòà â Òóëóçå è
ìàòåìàòèê-ëþáèòåëü. Èçâåñòåí ñâîèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îòêðûòèÿìè, èçëî-
æåííûìè ãëàâíûì îáðàçîì â ïèñüìàõ ê êîëëåãàì-ìàòåìàòèêàì. Àâòîð ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé è ìåòîäîâ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, òåîðèè ÷èñåë, àíà-
ëèçà è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ôåðìà ñôîðìóëèðîâàë ïðèíöèï íàèìåíüøåãî âðå-
ìåíè è âûâåë èç íåãî çàêîí Ñíåëëà (1657). Âïðî÷åì, Ôåðìà ñ÷èòàë, ÷òî ñâåò
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòüþ, ïîýòîìó ôîðìóëèðîâêà ïðèíöèïà
íàèìåíüøåãî âðåìåíè ó íåãî áûëà íåñêîëüêî çàïóòàííîé.

1.3. Çàäà÷à î áðàõèñòîõðîíå. Îäíî èç ñàìûõ èíòåðåñíûõ ïðèìåíåíèé îáîá-
ùåííîãî çàêîíà Ñíåëëà � çàäà÷à î áðàõèñòîõðîíå. Äàíî äâå òî÷êè A è B,
ïðè÷åì òî÷êà B íàõîäèòñÿ íèæå òî÷êè A, íî íå íà òîé æå ñàìîé âåðòèêàëè.
Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå êðèâûå, ñîåäèíÿþùèå A ñ B. Ïðåäñòàâèì ñåáå òî÷-
êó, ñêîëüçÿùóþ áåç òðåíèÿ âäîëü ýòèõ êðèâûõ. Áðàõèñòîõðîíà � ýòî òàêàÿ
êðèâàÿ, âðåìÿ ñêîëüæåíèÿ âäîëü êîòîðîé ìèíèìàëüíî. Âñå ñêîëüæåíèÿ, êî-
òîðûå ìû ðàññìàòðèâàåì, íà÷èíàþòñÿ â òî÷êå A è çàêàí÷èâàþòñÿ â òî÷êå B;
íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü âñåãäà íóëåâàÿ (òî åñòü ìû íå ïîäòàëêèâàåì ñêîëüçÿùèå
÷àñòèöû).

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ áðàõèñòîõðîíû ìîæåò áûòü ôîðìàëüíî ñâåäåíà ê çàäà÷å
ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè. Â ñàìîì äåëå, âðåìÿ ñêîëüæåíèÿ âäîëü êðèâîé ðàâíî
èíòåãðàëó ∫

ds

v
,

âçÿòîìó âäîëü ýòîé êðèâîé. Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî ñêîðîñòü v ñêîëüæåíèÿ òî÷êè
çàâèñèò òîëüêî îò òî÷êè, íî íå îò êðèâîé, òî çàäà÷à ñâåäåòñÿ ê ãåîìåòðè÷åñêîé
îïòèêå.

Ñêîðîñòü v ìîæåò áûòü íàéäåíà èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

mv2

2
−mgy = 0.

(Ìû íàïðàâèì îñü y âíèç, ïîýòîìó ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ óáûâàåò ñ ðîñòîì
y, îòñþäà çíàê ìèíóñ. Ìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òî÷êà A íàõîäèòñÿ íà
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âûñîòå 0, ïîýòîìó ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà mgy. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
ñêîëüçÿùàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ íà âûñîòå 0, è åå ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó
ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà íóëþ.) Íàõîäèì

v =
√

2gy.

Òàêèì îáðàçîì, v äåéñòâèòåëüíî çàâèñèò òîëüêî îò òî÷êè, íî íå îò êðèâîé.
Áîëåå òîãî, v çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàòû y. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðèìåíèòü
îáîáùåííûé çàêîí Ñíåëëà.

Ìû óæå âûÿñíèëè, ÷òî îáîáùåííûé çàêîí Ñíåëëà ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà ñâåòîâûå òðàåêòîðèè ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåí-
íûìè. Ïðè ýòîì ñâåòîâûå òðàåêòîðèè èùóòñÿ êàê ãðàôèêè ôóíêöèé y = y(x).
Â íàøåì ñëó÷àå, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èìååò âèä

dy

dx
=

√
1− 2gκ2y

κ
√
2gy

.

Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì:∫ √
2gκ2ydy√
1− 2gκ2y

=

∫
dx.

×òîáû âû÷èñëèòü èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè, óäîáíî ñäåëàòü ñëåäóþùóþ çàìåíó
ïåðåìåííîé:

2gκ2y = sin2 ϕ

(ñòàðàÿ ïåðåìåííàÿ y, íîâàÿ ïåðåìåííàÿ ϕ; ýòè ïåðåìåííûå âûðàæàþòñÿ îäíà
÷åðåç äðóãóþ èç óðàâíåíèÿ, âûïèñàííîãî âûøå). Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì:

ϕ

2
− sin 2ϕ

4
= gκ2x+ C.

Çàìåíèì 2ϕ íà ϕ (ýòî ïðîñòî èçìåíåíèå ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé), x íà 4gκ2x
è y íà 4gκ2y (ýòî ãîìîòåòèÿ, ò.å. èçìåíåíèå åäèíèöû äëèíû). Ïîëó÷àåì:

x = ϕ− sinϕ+ const, y = 1− cosϕ.

Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò öèêëîèäó, òî åñòü òðàåêòîðèþ
òî÷êè, ïðèêðåïëåííîé ê êîëåñó, êîòîðîå ðàâíîìåðíî è áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ
êàòèòñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé. Òî÷íåå, ìû ïîëó÷èëè òðàåêòîðèþ òî÷êè
íà êîëåñå, îòðàæåííóþ îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé.

Öèêëîèäà � ïåðèîäè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñ ñ÷åòíûì ÷èñëîì êàñïîâ (êëþâîâ). Áðà-
õèñòîõðîíà � ýòî ÷àñòü öèêëîèäû, íà÷èíàþùàÿñÿ â êàñïå è çàêàí÷èâàþùàÿñÿ
íå ïîçæå áëèæàéøåãî ìèíèìóìà. Çàìåòèì, ÷òî â òî÷êå A êàñàòåëüíàÿ ê áðàõè-
ñòîõðîíå âåðòèêàëüíà. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò èíòóèòèâíûì ïðåäñòàâëåíèÿì: â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò íóæíî ðàçîãíàòüñÿ êàê ìîæíî ñèëüíåå. Âïðî÷åì, ýòî ñâîéñòâî
áðàõèñòîõðîíû äåëàåò åå íåïðèãîäíîé ê ðåøåíèþ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ (òàêèõ
êàê ïîèñê îïòèìàëüíîé ôîðìû ëåäÿíîé ãîðêè, òóííåëÿ è ïðî÷.).

1.4. Öåïíàÿ ëèíèÿ. Îáîáùåííûé çàêîí Ñíåëëà ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü
äëÿ íàõîæäåíèÿ ôîðìû öåïíîé ëèíèè. Ýòó ôîðìó ïðèíèìàåò òîíêàÿ öåïî÷êà,
ñâîáîäíî âèñÿùàÿ ìåæäó äâóìÿ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè. Áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ
îïðåäåëåííîñòè, ÷òî êîíöû öåïî÷êè çàêðåïëåíû íà îäíîé è òîé æå âûñîòå.
Îðèåíòèðóåì îñü y âíèç, è âûáåðåì íà÷àëî êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû çàêðåïëåííûå
êîíöû îêàçàëèñü íà âûñîòå 0.
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Öåïî÷êà ïûòàåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ïîëíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ìàññà öåïî÷êè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà ïî åå äëèíå. Òîãäà ïî-
òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìàëåíüêîãî ó÷àñòêà öåïî÷êè äëèíû ∆s ïðèìåðíî ðàâíà
−y∆s, ãäå −y � âûñîòà ýòîãî ó÷àñòêà (ìû ñ÷èòàåì ïëîòíîñòü ðàâíîé åäèíèöå).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ öåïî÷êè âûðàæàåòñÿ èíòåãðà-
ëîì

U = −
∫

y ds.

Íàïîìíèì, ÷òî áóêâà s îáîçíà÷àåò íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà êðèâîé. Îäíàêî
öåïî÷êà íå ìîæåò ìåíÿòü äëèíû. Ïîýòîìó èíòåãðàë ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü ïðè óñëîâèè ïîñòîÿíñòâà äëèíû, ò.å.∫

ds = L,

ãäå L � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà.
Òàêèì îáðàçîì, ìû îáñóæäàåì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà.

Ê ýòîé çàäà÷å ìîæíî ïðèìåíèòü ïðèíöèï ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà íåêîòîðîé ôóíêöèè f (îïðåäåëåííîé, â íàøåì
ñëó÷àå, íà áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êðèâûõ) ïðè óñëîâèè g = 0, ìû
äåëàåì âèä, ÷òî ïûòàåìñÿ íàéòè áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè f + λg (òî
åñòü èùåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ýòîé ôóíêöèè). Çäåñü λ � êîíñòàíòà, íàçûâà-
åìàÿ ìíîæèòåëåì Ëàãðàíæà. Ïîñëå òîãî, êàê êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè
f + λg íàéäåíû, çíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ λ äëÿ ýòèõ òî÷åê íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ
g = 0.

Â íàøåì ñëó÷àå, ìû äîëæíû ïðèòâîðèòüñÿ, ÷òî ïûòàåìñÿ ìèíèìèçèðîâàòü
èíòåãðàë ∫

γ

(−y + λ)ds

ïî âñåì êðèâûì γ ñ äàííîé ïàðîé çàêðåïëåíûõ êîíöîâ. Ýêñòðåìóì ýòîãî èí-
òåãðàëà ìîæíî íàéòè èç îáîáùåííîãî çàêîíà Ñíåëëà: ñàì èíòåãðàë èìååò âèä
èíòåãðàëà îïòè÷åñêîé äëèíû ïóòè äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû, â êîòîðîé ñêîðîñòü
ñâåòà çàïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

v(y) =
1

λ− y
.

Êàê ìû âèäèì, ñêîðîñòü ñâåòà çàâèñèò òîëüêî îò y. Èç îáîáùåííîãî çàêîíà
Ñíåëëà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dy

dx
=

√
(λ− y)2

κ2
− 1,

èëè, ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå,

dy√
(λ− y)2 − κ2

=
dx

κ
.

Ââåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ λ − y = κ chϕ (ñòàðàÿ ïåðåìåííàÿ y, íîâàÿ ïåðå-
ìåííàÿ ϕ). Èíòåãðèðóÿ ïðè ïîìîùè ýòîé çàìåíû, ïîëó÷àåì:

y = λ− κ ch

(
x− x0

κ

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî àôôèííîé çàìåíû êîîðäèíàò, öåïíàÿ ëèíèÿ �
ýòî ãðàôèê ôóíêöèè ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ.



9

1.5. Ñóùåñòâîâàíèå ñâåòîâûõ ëó÷åé, ñîåäèíÿþùèõ ïàðû òî÷åê. Ðàñ-
ñìîòðèì èçîòðîïíóþ ñðåäó, ñêîðîñòü ñâåòà â êîòîðîé çàäàåòñÿ ôóíêöèåé
v(x, y). Ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùóþ òåîðåìó: åñëè ôóíêöèÿ
v(x, y) íåïðåðûâíà, ïðè÷åì v(x, y) > ε > 0 âíå íåêîòîðîãî øàðà, òî äëÿ êàæäîé
ïàðû òî÷åê ïëîñêîñòè íàéäåòñÿ ñâåòîâîé ëó÷, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ýòè äâå òî÷êè
(òî åñòü òàêàÿ òðàåêòîðèÿ, íà êîòîðîé èíòåãðàë

∫
ds
v äîñòèãàåò ñâîåãî íàèìåíü-

øåãî çíà÷åíèÿ). Ñóùåñòâóåò îáîáùåíèå ýòîé òåîðåìû íà ñëó÷àé íåèçîòðîïíûõ
ñðåä.

1.6. Çàäà÷è.

Çàäà÷à 3. Âûâåäèòå èç ïðèíöèïà Ôåðìà, ÷òî ïðè îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî ëþ-
áîé ãëàäêîé êðèâîé íà ïëîñêîñòè (íàõîäÿùåéñÿ â îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé
ñðåäå) óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ.

Çàäà÷à 4. Âñå ñòåíû êîìíàòû ñîñòîÿò èç çåðêàë. Èñòî÷íèê ñâåòà ïîìåùåí â
îäíó òî÷êó êîìíàòû. Ìîæíî ëè ïîäîáðàòü ôîðìó êîìíàòû è ïîëîæåíèå èñ-
òî÷íèêà òàê, ÷òîáû íå âñå òî÷êè êîìíàòû îêàçàëèñü îñâåùåííûìè?

Çàäà÷à 5. Ðàññìîòðèì èçîòðîïíóþ ñðåäó, çàíèìàþùóþ âåðõíþþ ïîëóïëîñ-
êîñòü y > 0, ñêîðîñòü ñâåòà â êîòîðîé âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé v(x, y) = y. Íàé-
äèòå ôîðìó ñâåòîâûõ ëó÷åé â ýòîé ñðåäå.

Çàäà÷à 6. Ðàññìîòðèì èçîòðîïíóþ ñðåäó, çàíèìàþùóþ âíóòðåííîñòü åäèíè÷-
íîãî êðóãà, ñêîðîñòü ñâåòà â êîòîðîé âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé v(x, y) = 1−x2−y2.
Íàéäèòå ôîðìó ñâåòîâûõ ëó÷åé â ýòîé ñðåäå.

Çàäà÷à 7. Ïëîñêîñòü çàïîëíåíà îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé ñðåäîé. Â ïëîñêîñòè
ðàñïîëîæåíî çåðêàëî, ôîðìà êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè f . Èç-
âåñòíî, ÷òî âåðòèêàëüíûé ïîòîê ñâåòîâûõ ëó÷åé, ïàäàþùèõ íà çåðêàëî ñâåðõó
âíèç, îòðàæàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî îòðàæåííûå ëó÷è ñõîäÿòñÿ â íåêîòîðîé
òî÷êå (ôîêóñå çåðêàëà). Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f , îáëàäàþùèå óêàçàííûì ñâîé-
ñòâîì.

Çàäà÷à 8. Íà ïëîñêîñòè èìååòñÿ äâå ðàçëè÷íûå îäíîðîäíûå è èçîòðîïíûå ñðå-
äû. Ãðàíèöà ðàçäåëà ìåæäó ñðåäàìè èìååò ôîðìó ãðàôèêà íåêîòîðîé ôóíê-
öèè f . Èçâåñòíî, ÷òî âåðòèêàëüíûé ïîòîê ëó÷åé, ïàäàþùèõ ñâåðõó âíèç, ïðå-
ëîìëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðåëîìëåííûå ëó÷è ñîáèðàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Ïåðåïèøèòå ýòî óñëîâèå â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèþ f .
(Ñêîðîñòü ñâåòà â âåðõíåé ñðåäå ðàâíà c1, à ñêîðîñòü ñâåòà â íèæíåé ñðåäå ðàâ-
íà c2). Ñ÷èòàÿ, ÷òî f ′(0) = 0, íàéäèòå ïàðàáîëó, ëó÷øå âñåãî ïðèáëèæàþùóþ
ãðàôèê ôóíêöèè f âáëèçè òî÷êè 0.

2. Ïðèíöèï Ãþéãåíñà

Ìû ïîêà çàíèìàëèñü èçó÷åíèåì òðàåêòîðèé îòäåëüíîãî ôîòîíà.
Îäíàêî èíòåðåñíî òàêæå èìåòü îïèñàíèå äâèæåíèÿ ïó÷êà ôîòîíîâ,
èëè ñâåòîâîãî ïÿòíà. Îáû÷íî ôîòîíîâ î÷åíü ìíîãî. Íàñòîëüêî ìíî-
ãî, ÷òî íåâîçìîæíî ñëåäèòü çà îòäåëüíûìè ôîòîíàìè. Íî ìîæíî
ñìîòðåòü, êàê ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñâåòîâîå ïÿòíî.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîòîíû âûëåòàþò èç òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, è
ëåòÿò âî âñåõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Êàêîâà áóäåò ôîðìà ñâåòî-
âîãî ïÿòíà çà âðåìÿ t? Îáîçíà÷èì ýòî ñâåòîâîå ïÿòíî ÷åðåçX(x0, t),
ãäå x0 � ïîëîæåíèå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà. Áîëåå òî÷íî, X(x0, t) �
ýòî ìíîæåñòâî òåõ òî÷åê, â êîòîðûå ñâåò ìîæåò ïîïàñòü çà âðåìÿ
≤ t. Â îòëè÷èå îò ïðîøëîé ëåêöèè, ìû ñåé÷àñ íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
ñðåäà èçîòðîïíà. Ñðåäà ìîæåò áûòü íåîäíîðîäíà è íåèçîòðîïíà.
Ïðèíöèï Ãþéãåíñà îïèñûâàåò çàêîí èçìåíåíèÿ ñâåòîâîãî ïÿòíà

X(x0, t). Ìàòåìàòè÷åñêè, ýòîò ïðèíöèï ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà 1 (Ïðèíöèï Ãþéãåíñà). Äëÿ âñÿêîãî ðàçëîæåíèÿ t =
t1 + t2 âðåìåííîãî èíòåðâàëà t â ñóììó äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ
âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ,

X(x0, t) =
∪

x1∈X(x0,t1)

X(x1, t2)

Ñëîâàìè ýòà ôîðìóëà îïèñûâàåòñÿ òàê. Ðàññìîòðèì ñâåòîâîå
ïÿòíî çà âðåìÿ t1. Ïîìåñòèì â êàæäóþ òî÷êó ýòîãî ñâåòîâîãî ïÿòíà
âîîáðàæàåìûé èñòî÷íèê ñâåòà, è äàäèì âñåì ýòèì èñòî÷íèêàì ñâå-
òèòü â òå÷åíèå âðåìåíè t2. Ïîëó÷èòñÿ ìíîãî âòîðè÷íûõ ñâåòîâûõ
ïÿòåí. Íóæíî âçÿòü îáúåäèíåíèå âñåõ ýòèõ âòîðè÷íûõ ñâåòîâûõ
ïÿòåí, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñâåòîâîå ïÿòíî çà âðåìÿ t. Ìû äîêàæåì
ïðèíöèï Ãþéãåíñà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðèíöèï Ôåðìà ñïðàâåäëèâ
áóêâàëüíî, òî åñòü ñâåò äâèæåòñÿ òîëüêî ïî òàêèì òðàåêòîðèÿì,
âäîëü êîòîðûõ âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíî.
Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà, âûðàæàþùåãî ïðèíöèï

Ãþéãåíñà, âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìíîæåñòâî X(x0, t1). Äåëî â òîì, ÷òî x1

îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæèò ñâåòîâîìó ïÿòíó X(x1, t2).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèíöèïà Ãþéãåíñà. Ïóñòü x âçÿòî èç ëåâîé ÷à-
ñòè ôîðìóëû èç ïðèíöèïà Ãþéãåíñà, òî åñòü x ∈ X(x0, t). Ñâåò
ìîæåò äîéòè îò òî÷êè x0 äî òî÷êè x çà âðåìÿ s ≤ t. Åñëè s ≤ t1,
òî òî÷êà x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X(x0, t1), êîòîðîå, êàê ìû âè-
äåëè, ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïðàâîé ÷àñòè. Åñëè æå s > t1, òî
s = t1 + s2, ãäå s2 ≤ t2. Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ ôîòîíà, èäó-
ùåãî îò x0 ê x. Çà âðåìÿ t1, ôîòîí äîõîäèò äî íåêîòîðîé òî÷êè
x1 ∈ X(x0, t1), à çàòåì çà âðåìÿ s2 ≤ t2 îí äîõîäèò äî òî÷êè x, îò-
êóäà ïîëó÷àåì, ÷òî x ∈ X(x1, t2). Ñëåäîâàòåëüíî, x ëåæèò â ïðàâîé
÷àñòè.
Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî x ëåæèò â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû èç ïðèí-

öèïà Ãþéãåíñà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â x ìîæíî ïîïàñòü, ñíà÷àëà ïðîé-
äÿ âäîëü èñòèííîé ñâåòîâîé òðàåêòîðèè îò òî÷êè x0 äî íåêîòîðîé
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òî÷êè x1 ∈ X(x0, t1), à ïîòîì ïðîéäÿ âäîëü èñòèííîé ñâåòîâîé òðà-
åêòîðèè îò òî÷êè x1 äî òî÷êè x ∈ X(x1, t2). Ìû çíàåì, ÷òî âðåìÿ
äâèæåíèÿ ïî ïåðâîé èç äâóõ òðàåêòîðèé íå ïðåâûøàåò t1, à âðå-
ìÿ äâèæåíèÿ ïî âòîðîé òðàåêòîðèè íå ïðåâûøàåò t2. Îáúåäèíå-
íèå äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ èñòèííûõ ñâåòîâûõ òðàåêòîðèé ìîæåò
è íå áûòü èñòèííîé ñâåòîâîé òðàåêòîðèåé. Îäíàêî ýòî îáúåäèíåíèå
ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé êðèâîé, âäîëü êîòîðîé ñâåò ìîæåò ïðîéòè çà
âðåìÿ t èëè ìåíüøå. Çíà÷èò, íà ïðîõîæäåíèå ñâåòà îò x0 äî x ïî èñ-
òèííîé ñâåòîâîé òðàåêòîðèè ïîíàäîáèòñÿ âðåìÿ ≤ t (ýòî âûòåêàåò
èç ïðèíöèïà Ôåðìà). �
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ, íî íåèçîòðîïíóþ, ñðåäó. Â òà-
êîé ñðåäå âñå ñâåòîâûå ïÿòíà çà âðåìÿ t îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïàðàë-
ëåëüíûì ïåðåíîñîì. Ïîýòîìó åñòü òàêàÿ ôèãóðà X(t), çàâèñÿùàÿ
òîëüêî îò t, ÷òî

X(x0, t) = x0 +X(t)

äëÿ âñÿêîé òî÷êè x0. Çäåñü x0+X îçíà÷àåò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ
ìíîæåñòâà X íà âåêòîð x0, òî åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê x0 + x, x ∈
X. Ñóììà Ìèíêîâñêîãî äâóõ ìíîæåñòâ A, B ⊂ Rn îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}.
Íàïðèìåð, åñëè B � øàð ðàäèóñà ε > 0 ñ öåíòðîì â íóëå, òî A+B
åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ε-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà A.

Çàäà÷à 9. Ïóñòü A � ýòî îáúåäèíåíèå äâóõ îòðåçêîâ íà ïëîñêîñòè

[(0, 0), (1, 0)] ∪ [(0, 0), (0, 1)].

Íàðèñóéòå ìíîæåñòâà A+A, A+A+A, A+A+A+A è ñðàâíèòå
èõ ñ ìíîæåñòâàìè 2A, 3A, 4A.

Âåðíåìñÿ ê îáñóæäåíèþ îäíîðîäíîé íåèçîòðîïíîé ñðåäû. Ìû
âûÿñíèëè, ÷òî òàêàÿ ñðåäà õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíîé ôóíêöèåé X(t),
ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ â ïîäìíîæåñòâàõ ïðîñòðàíñòâà Rn. Ïðèí-
öèï Ãþéãåíñà ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê ñëåäóþùåå ôóíêöèîíàëüíîå
óðàâíåíèå:

X(t1 + t2) = X(t1) +X(t2)

äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ t1 è t2. Èíòåðåñíî íàéòè âñå ðåøåíèÿ
ýòîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè X(t). Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî
X(t) çàâèñèò îò t â íåêîòîðîì ñìûñëå íåïðåðûâíî. Çàìåòèì, ÷òî
ôóíêöèÿ t 7→ tA ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íàøåãî óðàâíåíèÿ òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî A âûïóêëî (äîêàæèòå).
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Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ îáùåé (ò.å., âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîðîä-
íîé è íåèçîòðîïíîé) ñðåäû. Ñëåäóÿ Ãàìèëüòîíó, îïðåäåëèì ôóíê-
öèþ

W (x0,x) = inf{t | x ∈ X(x0, t)}.
(Åñëè òî÷êà x èìååò êîîðäèíàòû (x0, y0), à òî÷êà x èìååò êîîðäè-
íàòû (x, y), òî ôóíêöèþ W (x0,x) ìîæíî çàïèñàòü êàê ôóíêöèþ
îò ÷åòûðåõ êîîðäèíàò: W (x0, y0, x, y).) Äðóãèìè ñëîâàìè, W (x0,x)
� ýòî ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, çà êîòîðîå ñâåò äîõîäèò îò òî÷êè x0

äî òî÷êè x. Åñëè ïðèíöèï Ôåðìà âåðåí áóêâàëüíî, òî ýòî ïðîñòî
âðåìÿ, çà êîòîðîå ñâåò äîõîäèò îò x0 äî x, è îíî àâòîìàòè÷åñêè
ìèíèìàëüíî. Â ðåàëüíîñòè ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî, âîîáùå ãîâîðÿ,
òîëüêî åñëè òî÷êè x0 è x äîñòàòî÷íî áëèçêè (è äàæå â ýòîì ñëó-
÷àå íå âñåãäà). Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî X(x0, t) ìîæíî îïðåäåëèòü
íåðàâåíñòâîì

W (x0,x) ≤ t.

Ïîâåðõíîñòü Γt(x0), çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì W (x0,x) = t ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì t, íàçûâàåòñÿ ñâåòîâûì ôðîíòîì. Ïðèíöèï Ãþéãåíñà ÷à-
ñòî ôîðìóëèðóþò äëÿ ñâåòîâûõ ôðîíòîâ, à íå äëÿ ñâåòîâûõ ïÿòåí.
Â ýòîì ñëó÷àå, íóæíî ãîâîðèòü îá îãèáàþùåé ñâåòîâûõ ôðîíòîâ.
Ïðèâåäåì ýòó ôîðìóëèðîâêó äëÿ ïëîñêîñòè. Ïóñòü çàäàíî ñå-

ìåéñòâî êðèâûõ Cλ íà ïëîñêîñòè, çàâèñÿùèõ îò îäíîãî ïàðàìåòðà
λ. Íàïðèìåð, òàêîå ñåìåéñòâî ìîæíî çàäàòü ïàðàìåòðè÷åñêè, åñ-
ëè êðèâóþ Cλ çàïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì x = x(t, λ),
y = y(t, λ). Çäåñü t � ýòî ïàðàìåòð íà êðèâîé, à λ � ýòî ïàðàìåòð,
âûäåëÿþùèé êðèâóþ Cλ èç ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà (òî åñòü
âäîëü îäíîé è òîé æå êðèâîé ñåìåéñòâà ïàðàìåòð λ íå ìåíÿåòñÿ).
Êðèâàÿ C íàçûâàåòñÿ îãèáàþùåé ñåìåéñòâà Cλ, åñëè îíà êàñàåòñÿ
âñåõ êðèâûõ ýòîãî ñåìåéñòâà. Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü
ïðèíöèï Ãþéãåíñà äëÿ ñâåòîâûõ ôðîíòîâ.

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ñâåòîâûå ôðîíòû íà ïëîñ-
êîñòè, çàïîëíåííîé äàííîé ñðåäîé, ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè è âûïóê-
ëûìè. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ÷åðåç ëþáûå äâå òî÷êè ïðîõî-
äèò íåêîòîðàÿ ñâåòîâàÿ òðàåêòîðèÿ. Çàôèêñèðóåì ðàçëîæåíèå
t = t1 + t2 âðåìåííîãî èíòåðâàëà t â ñóììó äâóõ íåîòðèöàòåëü-
íûõ âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ. Òîãäà ñâåòîâîé ôðîíò Γt(x0) ÿâëÿåò-
ñÿ îãèáàþùåé ¾âòîðè÷íûõ¿ ñâåòîâûõ ôðîíòîâ Γt2(x1), âûïóùåí-
íûõ èç âñåõ òî÷åê x1 ñâåòîâîãî ôðîíòà Γt1(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ñäåëàííîì ïðåäïîëîæåíèè, ñâåòîâîå ïÿòíî
X(x0, t) âñåãäà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ñâåòîâîãî ôðîíòà
Γt(x0). Ïóñòü x1 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ñâåòîâîãî ôðîíòà Γt1(x0).
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Çàìåòèì, ÷òî ñâåòîâîé ôðîíò Γt2(x1) èìååò îáùóþ òî÷êó ñî ñâåòî-
âûì ôðîíòîì Γt(x0), à èìåííî, òî÷êó, â êîòîðóþ ñâåòîâàÿ òðàåê-
òîðèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè x0 è x1, äîõîäèò èç òî÷êè x0 çà âðåìÿ t
(èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, èç òî÷êè x1 çà âðåìÿ t2). Òåïåðü äîñòàòî÷-
íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì: åñëè îäíà âûïóê-
ëàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ ëåæèò â âûïóêëîé îáîëî÷êå äðóãîé âûïóêëîé
ãëàäêîé êðèâîé, è ïðè ýòîì äâå êðèâûå èìåþò îáùóþ òî÷êó, òî îíè
êàñàþòñÿ â ýòîé òî÷êå. Ãðóáî ãîâîðÿ, åñëè áû ýòî áûëî íå òàê, òî
êàñàòåëüíûå ê äâóì êðèâûì ïåðåñåêàëèñü áû ïîä íåíóëåâûì óãëîì,
à îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è ñàìè êðèâûå ïåðåñåêàëèñü áû ïîä íåíóëå-
âûì óãëîì. Â ýòîì ñëó÷àå îäíà êðèâàÿ íå ìîãëà áû ëåæàòü âíóòðè
äðóãîé (ïðîâåäèòå ýòî ðàññóæäåíèå ïîäðîáíî è ñòðîãî). �

Èíäèêàòðèñîé I(x0) (äàííîé ñïëîøíîé ñðåäû) â òî÷êå x0 íàçûâà-
åòñÿ ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ êîíöàìè âñåõ âåêòîðîâ v⃗, êîòîðûå
ìîãóò ñëóæèòü âåêòîðîì ñêîðîñòè ôîòîíà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷-
êó x0. Â êàæäîì íàïðàâëåíèè âûõîäèò ðîâíî îäèí òàêîé âåêòîð.
Íàïðèìåð, åñëè ñðåäà èçîòðîïíà, òî èíäèêàòðèñà ÿâëÿåòñÿ øàðîì.
Â îáùåì ñëó÷àå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èíäèêàòðèñà ÿâëÿ-
åòñÿ ãëàäêîé âûïóêëîé ïîâåðõíîñòüþ. Èíäèêàòðèñó ìîæíî ïîíè-
ìàòü êàê ôîðìó áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñâåòîâîãî ôðîíòà. À èìåííî,
ïðè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ,

I(x0) = lim
t→0

1

t
(Γt(x0)− x0) .

Ìíîæåñòâî (Γt(x0)−x0) � ýòî ñâåòîâîé ôðîíò, ñäâèíóòûé (ïðè ïî-
ìîùè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû åãî öåíòð ïî-
ïàë â íà÷àëî êîîðäèíàò. ×òî îçíà÷àåò ïðåäåë ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ,
êîíå÷íî, ñëåäîâàëî áû óòî÷íèòü. Íî ìû íå áóäåì ôîðìóëèðîâàòü
ñòðîãî íè ñàìîãî óòâåðæäåíèÿ, íè òåõ ïðåäïîëîæåíèé, ïðè êîòî-
ðûõ îíî âûïîëíÿåòñÿ. Ýòî äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêî, à ìû âñå ðàâíî
ñåé÷àñ îáñóæäàåì òîëüêî ìîòèâèðîâêè. Îãðàíè÷èìñÿ ëèøü òåì çà-
ìå÷àíèåì, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà ëåâîé ÷àñòè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê
ïðåäåë òî÷åê èç ïðàâîé ÷àñòè. Â ñàìîì äåëå, ëþáîé ýëåìåíò èí-
äèêàòðèñû � ýòî âåêòîð ñêîðîñòè v⃗ íåêîòîðîãî ñâåòîâîãî ëó÷à. Çà
âðåìÿ t, ýòîò ëó÷ äîõîäèò äîõîäèò äî íåêîòîðîé òî÷êè x(t) ∈ Γt(x0).
Ïî îïðåäåëåíèþ ñêîðîñòè, èìååì

v⃗ = lim
t→0

x(t)− x0

t
.

Òåîðåìà 3. Ðàññìîòðèì ñâåòîâîé ëó÷, âûõîäÿùèé èç òî÷êè x0 è
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó x. Ðàññìîòðèì òàêæå ñâåòîâîé ôðîíò
Γ = {y ∈ R2 | W (x0,y) = t}, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó x. Ïóñòü
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v⃗ � âåêòîð ñêîðîñòè ñâåòà â òî÷êå x, êàñàòåëüíûé ê äàííîìó
ñâåòîâîìó ëó÷ó. Òîãäà êàñàòåëüíàÿ ê èíäèêàòðèñå I(x) â òî÷êå
v⃗ ∈ I(x) ïàðàëëåëüíà êàñàòåëüíîé ê ñâåòîâîìó ôðîíòó â òî÷êå x.

Ìû îáñóäèì òîëüêî î÷åíü íåñòðîãîå ðàññóæäåíèå, ïîìîãàþùåå
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ýòî äîëæíî áûòü ïðàâäîé äëÿ áîëüøèíñòâà
õîðîøèõ (â îïòè÷åñêîì ñìûñëå) ñðåä. Ðàññìîòðèì î÷åíü ìàëåíü-
êèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t. Ñâåòîâîé ôðîíò Γ∆t(x) äîñòàòî÷íî
õîðîøî ïðèáëèæàåòñÿ ìíîæåñòâîì (∆t)I(x)+x. Ìû çíàåì, ÷òî êà-
ñàòåëüíàÿ ê ôðîíòó Γ∆t(x) â òî÷êå ñâåòîâîãî ëó÷à, ïðîõîäÿùåãî
÷åðåç òî÷êó x ñî ñêîðîñòüþ v⃗, ñîâïàäàåò ê êàñàòåëüíîé ê ôðîíòó
Γt+∆t(x0) â òîé æå òî÷êå (íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà x0 � ýòà òà òî÷-
êà, èç êîòîðîé âûõîäèò ñâåòîâîé ôðîíò Γ = Γt(x0)). Ïðè ∆t → 0,
ïåðâàÿ êàñàòåëüíàÿ ñòðåìèòñÿ ê êàñàòåëüíîé ê èíäèêàòðèñå I(x) â
òî÷êå v⃗, à âòîðàÿ êàñàòåëüíàÿ � ê êàñàòåëüíîé ê ôðîíòó Γ â òî÷êå
x. Ìû íå áóäåì äàâàòü áîëåå ôîðìàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà ñôîð-
ìóëèðîâàííîé òåîðåìû (÷òîáû áûëî ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî,
íóæíî åùå è ôîðìóëèðîâêó óòî÷íèòü), íî èíòóèòèâíî ýòî äîëæíî
áûòü ÿñíî (åñëè íå ÿñíî, ïîïðîáóéòå ïîðèñîâàòü êàðòèíêè).

Òåîðåìà 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîñêîñòü çàïîëíåíà èçîòðîïíîé
ñðåäîé, â êîòîðîé ñêàëÿðíàÿ ñêîðîñòü ñâåòà âûðàæàåòñÿ ãëàäêîé
ôóíêöèåé v(x, y). Òîãäà ñêîðîñòü ñâåòîâîãî ëó÷à, âûõîäÿùåãî èç
òî÷êè (x0, y0), â òî÷êå (x, y) ðàâíà

v⃗ = v(x, y)2
(
∂W

∂x
,
∂W

∂y

)
,

ãäå W = W (x0, y0, x, y) (äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïðè
ôèêñèðîâàííûõ x0 è y0).

Íàïðèìåð, åñëè v(x, y) = 1 âî âñåõ òî÷êàõ (x, y), òîW (x0, y0, x, y)
ðàâíî äëèíå îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè (x0, y0) è (x, y), òî åñòü

W (x0, y0, x, y) =
√
(x− x0)2 + (y − y0)2.

Ïîëîæèì f(x, y) = W (0, 0, x, y). ßñíî, ÷òî ãðàäèåíò ôóíêöèè f
íàïðàâëåí îò íà÷àëà êîîðäèíàò è èìååò äëèíó 1. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò
òîìó, ÷òî ñâåò, âûõîäÿùèé èç íà÷àëà êîîðäèíàò, ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
ïî ïðÿìîëèíåéíûì ëó÷àì ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè
∂W
∂x

(x0, y0, x, y) è ∂W
∂y

(x0, y0, x, y) � ýòî âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé

ñâåòîâîìó ôðîíòó â òî÷êå (x, y) (èìååòñÿ â âèäó ñâåòîâîé ôðîíò,
âûïóùåííûé èç òî÷êè (x0, y0) è ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó (x, y)).
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Ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî îáùåãî óòâåðæäåíèÿ: âåêòîð (∂f
∂x
, ∂f
∂y
)

ïåðïåíäèêóëÿðåí ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè f .
Ïóñòü v⃗ � âåêòîð ñêîðîñòè ñâåòà â òî÷êå (x, y), íàïðàâëåííûé

âäîëü ëó÷à, âûõîäÿùåãî èç (x0, y0). Ïîñêîëüêó ñðåäà èçîòðîïíà, âñå
åå èíäèêàòðèñû ÿâëÿþòñÿ êðóãàìè. Â ÷àñòíîñòè, êàñàòåëüíàÿ ê èí-
äèêàòðèñå â òî÷êå v⃗ ïåðïåíäèêóëÿðíà âåêòîðó v⃗. Ñîãëàñíî òåîðåìå
3, êàñàòåëüíàÿ ê ôðîíòó â òî÷êå (x, y) ïàðàëëåëüíà êàñàòåëüíîé ê
èíäèêàòðèñå â òî÷êå v⃗, òî åñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà âåêòîðó v⃗. Òàêèì
îáðàçîì, âåêòîð v⃗ ïåðïåíäèêóëÿðåí ñâåòîâîìó ôðîíòó. Êàê ìû óæå
âûÿñíèëè, âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè ∂W

∂x
(x0, y0, x, y) è

∂W
∂y

(x0, y0, x, y)
òîæå ïåðïåíäèêóëÿðåí ñâåòîâîìó ôðîíòó. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè äâà
âåêòîðà ïðîïîðöèîíàëüíû.
Îñòàëîñü íàéòè êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Äëÿ

ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîñ÷èòàòü äëèíó âåêòîðà ñ êîîðäèíàòàìè
∂W
∂x

(x0, y0, x, y) è
∂W
∂y

(x0, y0, x, y). Ýòî ãðàäèåíò ôóíêöèè W , ðàâíîé

âðåìåíè, êîòîðîå ñâåò òðàòèò íà ïðîõîæäåíèå îò òî÷êè (x0, y0)
äî òî÷êè (x, y). Òàêèì îáðàçîì, îí ïðèáëèçèòåëüíî ðàâåí ∆t/∆s,
ãäå ∆s � äëèíà ìàëîãî ó÷àñòêà ñâåòîâîãî ëó÷à, à ∆t � âðåìÿ, çà
êîòîðîå ôîòîí ïðîõîäèò ýòîò ìàëûé ó÷àñòîê (ìû óæå çíàåì, ÷òî
ãðàäèåíò ôóíêöèèW íàïðàâëåí âäîëü ñâåòîâîãî ëó÷à, âûõîäÿùåãî
èç òî÷êè (x, y) � ìû çäåñü ýòèì ïîëüçóåìñÿ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ñêîðîñòü ñâåòà â òî÷êå (x, y) ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà ∆s/∆t. Îòñþäà
ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî äëèíà âåêòîðà (∂W

∂x
, ∂W

∂y
) ðàâíà 1/v(x, y), ãäå

v(x, y) � (ñêàëÿðíàÿ) ñêîðîñòü ñâåòà â òî÷êå (x, y).
Äëèíà âåêòîðà v⃗ ðàâíà v(x, y). Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò ïðî-

ïîðöèîíàëüíîñòè ðàâåí v(x, y)2. �

Èç ïðèâåäåííîãî äîêàçàòåëüñòâà âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ W óäî-
âëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (íàçû-
âàåìîìó óðàâíåíèåì ýéêîíàëà):(

∂W

∂x

)2

+

(
∂W

∂y

)2

=
1

v(x, y)2
.

Â ñàìîì äåëå, â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò êâàäðàò äëèíû ãðàäèåíòà ôóíê-
öèè W (ðàññìàòðèâàåìîé êàê ôóíêöèÿ îò x è y ïðè ôèêìèðîâàí-
íûõ x0 è y0). Íî ìû óæå âûÿñíèëè, ÷òî äëèíà ãðàäèåíòà ðàâíà
1/v(x, y). Êñòàòè, ïîýòîìó ãðàäèåíò ôóíêöèè W èíîãäà íàçûâàþò
íîðìàëüíîé ìåäëèòåëüíîñòüþ ñâåòîâîãî ôðîíòà.

Äîáàâëåíèÿ è çàäà÷è.
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2.1. Ïîèñê êðàò÷àéøåãî ïóòè â ãðàôå. Îáñóäèì çàäà÷ó èç ñîâñåì äðóãîé
îáëàñòè, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè èäåè èç ãåîìåòðè÷å-
ñêîé îïòèêè. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû â äàííîì ãðàôå íàéòè êðàò÷àéøåå
ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè. Ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè � ýòî äëè-
íà êðàò÷àéøåãî ïóòè ïî ðåáðàì èç îäíîé âåðøèíû â äðóãóþ, à äëèíà ïóòè ïî
ðåáðàì � ýòî ïðîñòî êîëè÷åñòâî ïðîéäåííûõ ðåáåð. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êðàò-
÷àéøåãî ïóòè â ãðàôå èìååò áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Íàïðèìåð, íà
ñàéòå íåìåöêîé æåëåçíîäîðîæíîé êîìïàíèè Deutsche Bahn ìîæíî íàéòè, êàê
ïðîåõàòü îò îäíîé æåëåçíîäîðîæíîé ñòàíöèè äî äðóãîé ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì
ïåðåñàäîê (åñòü åùå îïòèìèçàöèÿ ïî âðåìåíè). Ïðè ýòîì ñèñòåìà ðàñïîçíàåò
âñå ñòàíöèè, âêëþ÷àÿ îñòàíîâêè ìåñòíûõ ýëåêòðè÷åê è äàæå îñòàíîâêè ãî-
ðîäñêîãî òðàíñïîðòà â êðóïíûõ ãîðîäàõ, ïðè òîì íå òîëüêî â Ãåðìàíèè, à ïî
âñåé Åâðîïå. Èíîãäà ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïåðåñàäîê îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì
7 (íàïðèìåð, îò îñòàíîâêè ãîëëàíäñêîé ýëåêòðè÷êè äî îñòàíîâêè ìåñòíîé ýëåê-
òè÷êè ãäå-íèáóäü â Øâàðöâàëüäå íà þãå Ãåðìàíèè). ×òîáû íàéòè ìàðøðóò ñ
ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ïåðåñàäîê, ñèñòåìà ðåøàåò çàäà÷ó î êðàò÷àéøåì
ïóòè â ãðàôå. Â êàêîì èìåííî ãðàôå? � óïðàæíåíèå.

Äîïóñòèì, ìû õîòèì íàéòè êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x íåêîòîðîãî
ãðàôà äî äðóãîé òî÷êè y. Ïèøåì â òî÷êå x ÷èñëî 0. Âî âñåõ ñîñåäíèõ òî÷êàõ, â
êîòîðûõ åùå íè÷åãî íå íàïèñàíî, ïèøåì 1. Äëÿ êàæäîé òî÷êè, ïîìå÷åííîé ÷èñ-
ëîì 1, ïðîâîäèì àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó: âî âñåõ ñîñåäíèõ òî÷êàõ, â êîòîðûõ
åùå íè÷åãî íå íàïèñàíî, ïèøåì 2 è ò.ä. Ðàíî èëè ïîçäíî, â òî÷êå y îêàæåòñÿ
íåêîòîðîå ÷èñëî. Ýòî ÷èñëî è åñòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî òî÷êè y. Î÷åâèäíà
àíàëîãèÿ îïèñàííîãî ïðîöåññà ñ ïðîöåññîì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòîâîãî ôðîíòà.

2.2. Ìåòîä Ãàìèëüòîíà íàõîæäåíèÿ òðàåêòîðèé. Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü,
çàïîëíåííóþ èçîòðîïíîé (íî íåîáÿçàòåëüíî îäíîðîäíîé) ñðåäîé. Êàê îáû÷íî,
ïóñòü v(x, y) îáîçíà÷àåò ñêîðîñòü ñâåòà â òî÷êå (x, y). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíê-
öèÿ W (x0, y0, x, y) èçâåñòíà, à íàì õîòåëîñü áû íàéòè ñâåòîâûå òðàåêòîðèè.
Ãàìèëüòîí íàøåë ìåòîä, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ýòî ìîæíî ñäåëàòü, è îáîáùèë
ýòîò ìåòîä íà ïðîèçâîëüíûå ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû (îáîáùåíèå íàçûâàåòñÿ ìå-
òîäîì Ãàìèëüòîíà�ßêîáè, è ìû åãî ïîäðîáíî îáñóäèì). Ðàññìîòðèì ëó÷ ñâåòà,
âûõîäÿùèé èç òî÷êè (x0, y0) è ïîïàäàþùèé â òî÷êó (x, y). Ïóñòü v⃗0 � ñêîðîñòü
ýòîãî ëó÷à â òî÷êå (x0, y0), à v⃗ � ñêîðîñòü ëó÷à â òî÷êå (x, y). Î÷åâèäíî, èìååò-
ñÿ è îáðàòíûé ëó÷, âûõîäÿùèé èç òî÷êè (x, y) ñî ñêîðîñòüþ −v⃗ è ïîïàäàþùèé
â òî÷êó (x0, y0) ñî ñêîðîñòüþ −v⃗0. Ìû çíàåì, ÷òî

v⃗ = v(x, y)2
(

∂

∂x
W (x0, y0, x, y),

∂

∂y
W (x0, y0, x, y)

)
,

−v⃗0 = v(x0, y0)
2

(
∂

∂x0
W (x0, y0, x, y),

∂

∂y
W (x0, y0, x, y)

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê (x, y) ñâåòîâîãî ëó÷à, âûõîäÿùåãî èç
(x0, y0), ïðîèçâîäíàÿ

∂
∂x0

W (x0, y0, x, y) èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå. Òàêèì

îáðàçîì, âäîëü ñâåòîâîãî ëó÷à, âûõîäÿùåãî èç (x0, y0),

∂

∂x0
W (x0, y0, x, y) = const.

Êîíñòàíòà, êîíå÷íî, çàâèñèò îò ëó÷à, íî íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè íà ëó÷å.
Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ôîðìû ñâåòîâûõ ëó÷åé,
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åñëè èçâåñòíî, ÷åìó ðàâíà ôóíêöèÿ W . Íà ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæåíèå î òîì,
÷òî ñðåäà èçîòðîïíà, íàì ïî ñóùåñòâó íå íóæíî.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ñðåäó, íå îáÿçàòåëüíî èçîòðîïíóþ, íî òàêóþ, äëÿ
êîòîðîé îïðåäåëåíà ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ îïòè÷åñêîé äëèíû ïóòè W (x0, y0, x, y).
Ïóñòü γ � íàñòîÿùàÿ ñâåòîâàÿ òðàåêòîðèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè (x0, y0) è (x, y).
Ïðîäîëæèì òðàåêòîðèþ γ çà ïðåäåëû òî÷êè (x0, y0), òî åñòü áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî èñòî÷íèê ñâåòà ðàñïîëîæåí íå â òî÷êå (x0, y0), à â íåêîòîðîé äðóãîé òî÷êå
(x−1, y−1), òàê ÷òî ëó÷ ñâåòà âûõîäèò èç òî÷êè (x−1, y−1) è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷-
êè (x0, y0) è (x, y). Ïóñòü v⃗0 = (a0, b0) � âåêòîð ñêîðîñòè ñâåòà â òî÷êå (x0, y0),
êàñàòåëüíûé ê ðàññìàòðèâàåìîé òðàåêòîðèè. Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà
∂W
∂x0

è ∂W
∂y0

) íå çàâèñÿò îò âûáîðà òî÷êè (x, y). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì ñëåäóþùåå:

W (x−1, y−1, x0, y0) +W (x0, y0, x, y) = W (x−1, y−1, x, y).

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî x0 è y0, ïîëó÷àåì:

∂

∂x0
W (x0, y0, x, y) = − ∂

∂x0
W (x−1, y−1, x0, y0).

Êàê âèäíî èç ýòîé ôîðìóëû, ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò íè îò x, íè îò y.

2.3. Çàäà÷è.

Çàäà÷à 10. Âûâåäèòå èç ïðèíöèïà Ôåðìà, ÷òî ôóíêöèÿ W (x,y) óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

W (x, z) ≤ W (x,y) +W (y, z).

Çàäà÷à 11. Ïóñòü A ⊂ Rn. Äîêàæèòå, ÷òî ðàâåíñòâî (t+ s)A = tA+ sA âûïîë-
íåíî ïðè âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ s è t òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî A âûïóêëî.

Çàäà÷à 12. Ïóñòü A ⊂ Rn � ïîäìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ
A+A = 2A. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A çàìêíóòî èëè îòêðûòî, òî A âûïóêëî.

Çàäà÷à 13. Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) =
√

x2 + y2 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ (

∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

= 1

âñþäó, êðîìå íà÷àëà êîîðäèíàò.

Çàäà÷à 14. Ïóñòü f(x, y) ðàâíî ìèíèìàëüíîìó ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè (x, y) äî
ýëëèïñà

x2

a2
+

y2

b2
= 1.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê âî âíåøíîñòè ýëëèïñà âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå
èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàéäèòå åùå êàêèå-íèáóäü ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âûïóêëóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ C. Ó ýòîé
êðèâîé åñòü âíåøíîñòü è âíóòðåííîñòü. Èç êàæäîé òî÷êè êðèâîé C, âûïóñòèì
ëó÷, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ýòîé êðèâîé. Âûïóêëîñòü êðèâîé C ãàðàíòèðóåò, ÷òî
âñå ýòè ëó÷è íå ïåðåñåêàþòñÿ. Êàê ïîñ÷èòàòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x, y) âíå
êðèâîé C äî êðèâîé C? Òî÷êà (x, y) ïðèíàäëåæèò êàêîìó-ëèáî ëó÷ó R. Ðàññòî-
ÿíèå îò (x, y) äî êðèâîé C ðàâíî äëèíå îòðåçêà ëó÷à R îò åãî íà÷àëà (êîòîðîå
ïðèíàäëåæèò êðèâîé C) äî òî÷êè (x, y). Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ìû òåïåðü ïîéäåì
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âäîëü ëó÷à R, òî ðàññòîÿíèå äî êðèâîé C óâåëè÷èòñÿ ðîâíî íà ïðîéäåííîå íà-
ìè ðàññòîÿíèå. Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, êàê áû ìû íè øëè, ðàññòîÿíèå
äî êðèâîé C íèêîãäà íå ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ áîëüøå, ÷åì íà ïðîéäåííîå ðàñ-
ñòîÿíèå. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî åñëè f(x, y) � ýòî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x, y)
äî êðèâîé C, òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f ïî íàïðàâëåíèþ åäèíè÷íîãî âåêòîðà
âäîëü ëó÷à R ðàâíà 1, à ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèþ âñåõ îñòàëüíûõ åäèíè÷-
íûõ âåêòîðîâ íå áîëüøå 1. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ïðèðàöåíèÿ
ôóíêöèè f (îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé äëèíû) ðàâíà 1. Íî ìîäóëü ãðàäèåíòà
� ýòî êàê ðàç ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìîäóëü ãðàäèåíòà ôóíêöèè f ðàâåí 1. Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê
ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè íà ôóíê-
öèþ f : (

∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

= 1.

�

Çàäà÷à 15. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ñðåäû

W (x0, y0, x, y) =
4
√
(x− x0)4 + (y − y0)4.

Íàéäèòå ôîðìó ñâåòîâûõ ëó÷åé. Íàéäòå èíäèêàòðèñû. Òå æå âîïðîñû äëÿ

W (x0, y0, x, y) =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2(y2 + y20).

3. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

Äâèæåíèå ëþáîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïîä÷èíÿåòñÿ âàðèàöèîí-
íîìó ïðèíöèïó, â ÷åì-òî ïîõîæåìó íà ïðèíöèï Ôåðìà. Ýòîò âàðè-
àöèîííûé ïðèíöèï íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ
è ÷àñòî ñâÿçûâàåòñÿ ñ èìåíåì Ãàìèëüòîíà (õîòÿ îí áûë ðàíåå èçâå-
ñòåí Ëàãðàíæó). Ïîëîæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæíî îõàðàê-
òåðèçîâàòü òî÷êîé êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ìû ñåé÷àñ
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñîâïàäà-
åò ñ Rn. Ïðè ýòîì ñëó÷àé n > 3 ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêè îñìûñëåí-
íûì, ïîñêîëüêó ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìîæåò ñîñòîÿòü áîëåå ÷åì
èç îäíîé òî÷êè. Äâèæåíèå ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ òî÷-
êè â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå, òî åñòü ãëàäêîé ôóíêöèè
γ : [t0, t1] → Rn. Ïóñòü ôèêñèðîâàíû íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìî-
ìåíò âðåìåíè t0 è t1, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåé-
ñòâèÿ óòâåðæäàåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ γ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû òàêîâà,
÷òî èíòåãðàë ∫ t1

t0

L(γ(t), γ̇(t)) dt

ïî ýòîé òðàåêòîðèè (íàçûâàåìûé ôóíêöèîíàëîì äåéñòâèÿ) ìèíè-
ìàëåí ïðè ôèêñèðîâàííûõ íà÷àëüíîì è êîíå÷íîì ìîìåíòàõ âðåìå-
íè t0 è t1, ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå ïðè ôèêñèðîâàííûõ íà÷àëüíîì
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è êîíå÷íîì ïîëîæåíèÿõ q(0) = γ(t0), q(1) = γ(t1). Çäåñü L � íåêî-
òîðàÿ ôóíêöèÿ íà Rn × Rn, íàçûâàåìàÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà (èëè
ëàãðàíæèàíîì). Ìèíèìóì èùåòñÿ ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ òðàåêòî-
ðèé, òî åñòü ñðåäè âñåõ ãëàäêèõ êðèâûõ γ : [t0, t1] → Rn, òàêèõ, ÷òî
q(0) = γ(t0), q(1) = γ(t1).
Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ íóæäàåòñÿ â íåêîòîðûõ óòî÷íå-

íèÿõ, àíàëîãè÷íûõ òåì, êîòîðûå íóæíî áûëî ââåñòè äëÿ ïðèíöèïà
Ôåðìà. Â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ãîâîðèòü íå î ìèíèìóìå ôóíêöèîíàëà
äåéñòâèÿ, à î êðèòè÷åñêîé òî÷êå ýòîãî ôóíêöèîíàëà.
Ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ îò

ïðèíöèïà Ôåðìà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ èíòåãðàëà ïðîèñ-
õîäèò ïðè ôèêñèðîâàííûõ íà÷àëüíîì è êîíå÷íîì ìîìåíòàõ âðåìå-
íè. Âïðî÷åì, ìîæíî îò âðåìåíè ïîëíîñòüþ èçáàâèòüñÿ è ñôîðìó-
ëèðîâàòü âàðèàöèîííûé ïðèíöèï, âïîëíå àíàëîãè÷íûé ïðèíöèïó
Ôåðìà, äëÿ íàõîæäåíèÿ ôîðìû òðàåêòîðèé â êîíôèãóðàöèîííîì
ïðîñòðàíñòâå. Êîãäà ôîðìà òðàåêòîðèé íàéäåíà, ïàðàìåòðèçàöèÿ
íàõîäèòñÿ èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ýòîò âàðèàöèîííûé ïðèí-
öèï ìû ñôîðìóëèðóåì ïîçæå.
Àðãóìåíòû ôóíêöèè Ëàãðàíæà ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç q ∈

Rn è q̇ ∈ Rn. Ïðè ýòîì q èìååò ñìûñë ïîëîæåíèÿ (íàáîðà êîîðäè-
íàò), à q̇ èìååò ñìûñë ñêîðîñòè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè ýòîì q̇ íóæíî
âîñïðèíèìàòü êàê íåçàâèñèìûé íàáîð ïåðåìåííûõ, à íå êàê âåêòîð
ñêîðîñòè êîíêðåòíîé òðàåêòîðèè.

Òåîðåìà 5 (óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà). Ïóñòü γ : [t0, t1] → Rn

� äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ òðàåêòîðèÿ, ìèíèìèçèðóþùàÿ ôóíêöèî-
íàë äåéñòâèÿ (ìû íå îáñóæäàåì ñåé÷àñ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ òà-
êîé òðàåêòîðèè). Òîãäà

d

dt

∂L

∂q̇

(
γ(t),

d

dt
γ(t)

)
=
∂L

∂q

(
γ(t),

d

dt
γ(t)

)
.

Åñëè q � ýòî ïðîñòî ÷èñëî, ò.å. n = 1, òî ∂L
∂q

� ýòî îáû÷íàÿ
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè L ïî q. Åñëè æå q � íàáîð êîîðäè-
íàò (q1, . . . , qn), òî âûðàæåíèå

∂L
∂q

ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü êàê íàáîð

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ( ∂L
∂q1
, . . . , ∂L

∂qn
), èëè, ëó÷øå, êàê äèôôåðåíöè-

àë ôóíêöèè L ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ q̇ (ïðè
ôèêñèðîâàííûõ q è q̇ ýòî ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå
Rn). Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà, ôèãóðèðóþùåãî â óòâåðæäåíèè òåîðå-
ìû, ïîëó÷àåòñÿ òàê. Ñíà÷àëà íóæíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ôóíê-
öèþ L(q, q̇) ïî q̇, ïîòîì ïîäñòàâèòü γ(t) âìåñòî q è d

dt
γ(t) âìåñòî

q̇, è, íàêîíåö, ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî t
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(çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò îäíîé
ïåðåìåííîé t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïó-
òåé (=ïàðàìåòðèçîâàííûõ êðèâûõ), ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè q(0) è q(1) è
çàïàðàìåòðèçîâàííûõ îòðåçêîì [t0, t1]. Ìû áóäåì ïèñàòü t 7→ γ(t, s)
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïóòè ñ ïàðàìåòðîì s. Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòð t
� ýòî ïàðàìåòð âäîëü ïóòè (èìåþùèé ôèçè÷åñêèé ñìûñë âðåìåíè),
à s � ïàðàìåòð, îòâå÷àþùèé çà âàðèàöèþ ñàìîãî ïóòè.
Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ γ(t, s) äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåí-

öèðóåìà êàê ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t
áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷êîé, à äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî s ñèìâîëîì δ.
Èìååì

0 = δ

∫ t1

t0

L(γ(t, s), γ̇(t, s)) dt =

∫ t1

t0

(
∂L

∂q
δγ +

∂L

∂q̇
δγ̇

)
dt =

=

∫ t1

t0

(
∂L

∂q
δγ −

(
d

dt

∂L

∂q̇

)
δγ

)
dt+

∂L

∂q̇
· δγ

∣∣t1
t0 =

=

∫ t1

t0

(
∂L

∂q
−
(
d

dt

∂L

∂q̇

))
δγ dt.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òàêîãî ïàðàìåòðà s, äëÿ êîòî-
ðîãî ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ íà òðàåêòîðèè t 7→ γ(t, s) ïðèíèìàåò
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå (ìû ìîæåì, íàïðèìåð, ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ìè-
íèìàëüíîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè s = 0). Ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè â òî÷êå ìèíè-
ìóìà äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ. Âòîðîå ðàâåíñòâî � ýòî äèôôåðåí-
öèðîâàíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Ïðîèçâåäåíèå ∂L

∂q
δq, íàïðèìåð,

îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ∂L
∂q

íà âåêòîðå δq. Â
êîîðäèíàòàõ ýòî çíà÷åíèå çàïèñûâàåòñÿ êàê

∂L

∂q
δq =

n∑
i=1

∂L

∂qi
δqi.

Òðåòüå ðàâåíñòâî � èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Â ÷åòâåðòîì ðà-
âåíñòâå èñïîëüçóåòñÿ òî, ÷òî γ(s, t0) = q(0) íå çàâèñèò îò s, è ÷òî
γ(s, t1) = q(1) òîæå íåçàâèñèò îò s, à çíà÷èò, δγ = 0 ïðè t = t0 è ïðè
t = t1.
Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî åñëè t 7→ γ(t) � ýòî äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ

òðàåêòîðèÿ, ìèíèìèçèðóþùàÿ ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ, à t 7→ α(t) �
ëþáîå äîñòàòî÷íî ãëàäêîå îòîáðàæåíèå èç [t0, t1] â Rn, òàêîå, ÷òî
α(t0) = α(t1) = 0, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ñåìåéñòâî òðàåêòîðèé

γ(t, s) = γ(t) + sα(t),
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äëÿ êîòîðîãî δγ = α ïðè s = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî
èíòåãðàë ∫ t1

t0

(
∂L

∂q
−
(
d

dt

∂L

∂q̇

))
α dt

ðàâåí íóëþ äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ α :
[t0, t1] → Rn, ïðèíèìàþùåãî íóëåâûå çíà÷åíèÿ íà êîíöàõ îòðåç-
êà [t0, t1]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå òîæäå-
ñòâåííî ðàâíî íóëþ, òî åñòü

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
= 0,

åñëè âìåñòî q è q̇ (åùå äî òîãî, êàê äèôôåðåíöèðîâàòü ïî t) ïîä-
ñòàâèòü γ(t) è γ̇(t). �

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùóþ ëåì-
ìó:

Ëåììà 6. Ïóñòü F : [t0, t1] → Rn∗ � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.
Åñëè äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ α : [t0, t1] →
Rn, òàêîãî, ÷òî α(t0) = α(t1) = 0, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî∫ t1

t0

F (t)α(t)dt = 0,

òî F òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ. Çäåñü F (t)α(t) � ýòî ðåçóëü-
òàò êàíîíè÷åñêîãî ñïàðèâàíèÿ ìåæäó êîâåêòîðîì F (t) è âåêòî-
ðîì α(t).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû íåñëîæíî è ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.
Ïóñòü γ : [t0, t1] → Rn � ãëàäêàÿ òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ ìèíèìèçè-

ðóåò ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ ñðåäè âñåõ òðàåêòîðèé, ïîä÷èíÿþùèõñÿ
óñëîâèÿì γ(t0) = q(0), γ(t1) = q(1). Áóäåì íàçûâàòü òàêóþ òðàåêòî-
ðèþ îïòèìàëüíîé. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ â òîì âèäå, â
êàêîì îí ñôîðìóëèðîâàí âûøå, ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìåõàíè÷åñêàÿ
ñèñòåìà âñåãäà äâèæåòñÿ ïî îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè. Îäíàêî, â
ðåàëüíîñòè ýòî íå âñåãäà òàê. Èñòèííîé òðàåêòîðèåé íàçûâàåòñÿ
òðàåêòîðèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèÿì Ýéëåðà�Ëàãðàíæà. Ìå-
õàíè÷åñêèå ñèñòåìû ìîãóò äâèãàòüñÿ ïî èñòèííûì, íî íå îáÿçàòåëü-
íî îïòèìàëüíûì òðàåêòîðèÿì. Óòî÷íåííûé ïðèíöèï íàèìåíüøå-
ãî äåéñòâèÿ ãëàñèò: äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïîä÷èíÿåòñÿ
óðàâíåíèÿì Ýéëåðà�Ëàãðàíæà, òî åñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñòèí-
íóþ òðàåêòîðèþ.
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Ïðèìåð 2. Äîïóñòèì, ÷òî ëàãðàíæèàí ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû íå
çàâèñèò îò êîîðäèíàò, à çàâèñèò òîëüêî îò ñêîðîñòåé (ýòîò ñëó-
÷àé àíàëîãè÷åí ðàññìîòðåíèþ îïòè÷åñêèõ ñâîéñòâ îäíîðîäíîé, íî
íåèçîòðîïíîé ñðåäû). Â ýòîì ñëó÷àå, ëàãðàíæèàí èìååò âèä T (q̇).
Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå ∂T

∂q̇
: Rn → Rn (òî åñòü ïåðâûé

äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè T ; ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ýòî îòîáðàæåíèå
èç ïðîñòðàíñòâà Rn â äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî Rn∗) îáðàòèìî.
Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà èìåþò âèä

d

dt

∂T

∂q̇
= 0.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ∂T
∂q̇

ïîñòîÿííî âäîëü èñòèííûõ òðàåêòîðèé, òî åñòü

äëÿ ëþáîé èñòèííîé òðàåêòîðèè γ, èìååì ∂T
∂q̇
(γ̇(t)) = const. Îòñþäà

è èç îáðàòèìîñòè îòîáðàæåíèÿ ∂T
∂q̇

âûòåêàåò, ÷òî γ̇(t) íå çàâèñèò îò
t, òî åñòü èñòèííîå äâèæåíèå ðàâíîìåðíîå è ïðÿìîëèíåéíîå.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü L(q, q̇) � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò q̇ ∈ Rn, êîýôôè-
öèåíòû êîòîðîé çàâèñÿò îò q ∈ Rn (äîñòàòî÷íî ãëàäêî). Ïî òåîðåìå
Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ,

q̇ · ∂L
∂q̇

=
n∑

i=1

q̇i
∂L

∂q̇i
= 2L.

Âìåñòî q è q̇ ïîäñòàâèì q(t) è q̇(t) � ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü â ìî-
ìåíò âðåìåíè t ïðè äâèæåíèè âäîëü èñòèííîé òðàåêòîðèè. Òåïåðü
ïðîäèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ïî t:

q̈(t) · ∂L
∂q̇

+ q̇(t) · d
dt

∂L

∂q̇
=
∂L

∂q
· q̇(t) + ∂L

∂q̇
· q̈(t) + dL

dt
.

Ìû çäåñü ñäåëàëè õèòðî: â ïðàâîé ÷àñòè ñòîÿëî 2L, ìû îäíî L
ïðîäèôôåðåíöèðîâàëè ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé
ôóíêöèè, à ó äðóãîãî L îñòàâèëè ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìå-
íè. Ïîëüçóÿñü óðàâåíèÿìè Ýéëåðà�Ëàãðàíæà è óíè÷òîæàÿ îäèíà-
êîâûå ÷ëåíû èç ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé, ïîëó÷àåì d

dt
L = 0. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà L(q(t), q̇(t)) ïîñòîÿííà âäîëü èñòèííûõ òðà-
åêòîðèé, òî åñòü íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ïî îïðåäåëåíèþ, ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ L(q, q̇) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèé
Ýéëåðà�Ëàãðàíæà, èëè, êàê åùå ãîâîðÿò, ïåðâûì èíòåãðàëîì äâè-
æåíèÿ ñ ëàãðàíæèàíîì L.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî L(q, q̇) � ýòî ýíåðãèÿ òî÷êè, äâèæóùåéñÿ
ñâîáîäíî ñî ñêîðîñòüþ q̇ â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå. Òî, ÷òî
ýíåðãèÿ çàâèñèò îò q, ñâÿçàíî ñ èñêðèâëåíèåì ïðîñòðàíñòâà. Îäíà-
êî âàæåí òîò ôàêò, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò êâàäðàòè÷íî
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îò ñêîðîñòè. Ñâîáîäíîå äâèæåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ îòñóòñòâèåì ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Â ïëîñêîì (íåèñêðèâëåííîì) ïðîñòðàíñòâå
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû èìååò âèä

L(q, q̇) =
m|q̇|2

2
,

ãäå m > 0 � ýòî ìàññà ÷àñòèöû. Ìîæíî âñåãäà ñ÷èòàòü, ÷òî ìàññà
ðàâíà åäèíèöå. ×èñëî |q̇| � ýòî äëèíà ìîäóëÿ ñêîðîñòè, èçìåðåííàÿ
îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé ìåòðèêè.
Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî äëÿ êàæäîãî q ∈ Rn, êâàäðàòè÷íàÿ ôîð-

ìà q̇ 7→ L(q, q̇) îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: L(q, q̇) > 0 äëÿ
âñåõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ q̇. Òîãäà L(q, q̇) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ìî-
äóëÿ âåêòîðà q̇ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé åâêëèäîâîé ìåòðèêè. Íî
òîëüêî ýòà åâêëèäîâà ìåòðèêà çàâèñèò îò òî÷êè q. Òàêèå ìåòðèêè
(åâêëèäîâû ìåòðèêè, çàâèñÿùèå îò òî÷êè) íàçûâàþò ðèìàíîâûìè
ìåòðèêàìè. Òàêèì îáðàçîì, íàø ëàãðàíæèàí ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé
ìåòðèêîé. Â ñìûñëå ýòîé ìåòðèêè, êâàäðàò äëèíû âåêòîðà q̇, îò-
ëîæåííîãî îò òî÷êè q, ðàâåí L(q, q̇). Íåòðóäíî ïîñ÷èòàòü äëèíó
êðèâîé γ : [t0, t1] → Rn â ìåòðèêå L:

Length(γ) =

t1∫
t0

√
L(γ(t), γ̇(t)) dt.

Òàêèì îáîðàçîì, äëèíà êðèâîé òîæå èìååò âèä äåéñòâèÿ, íî ýòî
äåéñòâèå ïîñ÷èòàíî íå äëÿ ëàãðàíæèàíà L, à äëÿ ëàãðàíæèàíà

√
L.

Îïòèìàëüíûå êðèâûå äëÿ ëàãðàíæèàíà
√
L íàçûâàþòñÿ êðàò÷àé-

øèìè. Ýòî êðèâûå êðàò÷àéøåé äëèíû ñðåäè âñåõ ãëàäêèõ êðèâûõ,
ñîåäèíÿþùèõ äàííóþ ïàðó òî÷åê (êîíöû êðàò÷àéøåé).
Çàìåòèì, ÷òî äëèíà êðèâîé íå çàâèñèò îò òîãî, êàê ýòà êðè-

âàÿ çàïàðàìåòðèçîâàíà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè γ : [t0, t1] → Rn ÿâëÿ-
åòñÿ êðàò÷àéøåé, òî êðàò÷àéøåé áóäåò òàêæå ëþáàÿ äðóãàÿ êðè-
âàÿ, ïîëó÷åííàÿ èç γ çàìåíîé ïàðàìåòðà, òî åñòü êðèâàÿ âèäà
γ̃ : [s0, s1] → Rn, ãäå γ̃(s) = γ(h(s)) äëÿ íåêîòîðîãî ãîìåîìîðôèçìà
h : [s0, s1] → [t0, t1]. Îäíàêî íà êðàò÷àéøåé êðèâîé γ åñòü åñòåñòâåí-
íûé ïàðàìåòð, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ñêîðîñòü ïîñòîÿííà, òî åñòü
L(γ(t), γ̇(t)) íå çàâèñèò îò t. Èñòèííûå òðàåêòîðèè ëàãðàíæèàíà L
íàçûâàþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè ðèìàíîâîé ìåòðèêè L.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü L � ðèìàíîâà ìåòðèêà. Ãåîäåçè÷åñêèå ðèìà-
íîâîé ìåòðèêè L ÿâëÿþòñÿ òàêæå èñòèííûìè òðàåêòîðèÿìè
ëàãðàíäæèàíà

√
L. Îáðàòíî, åñëè èñòèííàÿ òðàåêòîðèÿ ëàãðàí-

æèàíà
√
L (íàïðèìåð, êðàò÷àéøàÿ) îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì,

÷òî L = const âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè (òî åñòü ïðè ïîäñòàíîâêå



24

èñòèííûõ êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé âìåñòî àðãóìåíòîâ ôóíêöèè L
ïîëó÷àåòñÿ âåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè), òî ýòà òðàåê-
òîðèÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå ãåîäåçè÷åñêîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

∂
√
L

∂q
=

1

2
√
L

∂L

∂q
,

∂
√
L

∂q̇
=

1

2
√
L

∂L

∂q̇
,

Ðàññìîòðèì ãåîäåçè÷åñêóþ ðèìàíîâîé ìåòðèêè L, òî åñòü èñòèí-
íóþ òðàåêòîðèþ ëàãðàíæèàíà L. Êàê ìû çíàåì, âäîëü ýòîé òðà-
åêòîðèè L íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ÷òî
ðàññìàòðèâàåìàÿ òðàåêòîðèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì Ýéëåðà�

Ëàãðàíæà äëÿ ëàãðàíæèàíà
√
L, òî åñòü d

dt
∂
√
L

∂q̇
= ∂

√
L

∂q
. Ëåâàÿ ÷àñòü

ýòîãî ðàâåíñòâà ðàâíà 1
2
√
L

d
dt

∂L
∂q̇
, ïîñêîëüêó L = const îòíîñèòåëüíî

t. Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ðàâíà 1
2
√
L

∂L
∂q
. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ

Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ ëàãðàíæèàíà
√
L âûòåêàþò èç óðàâíåíèé

Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ ëàãðàíæèàíà L.
Äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî. �
Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ êðàò÷àéøàÿ äîïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ,

â êîòîðîé îíà ñòàíîâèòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé. Îäíàêî íå âñÿêàÿ ãåîäå-
çè÷åñêàÿ ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé. Íàïðèìåð, ãåîäåçè÷åñêèå íà ñôå-
ðå ñîâïàäàþò ñ äóãàìè áîëüøèõ îêðóæíîñòåé (òî åñòü ñ äóãàìè
îêðóæíîñòåé, âûñåêàåìûõ íà ñôåðå ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè
÷åðåç öåíòð ñôåðû). Îäíàêî äóãà áîëüøîé îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ
êðàò÷àéøåé òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè åå äëèíà ìåíüøå ïîëîâèíû
äëèíû îêðóæíîñòè.

Äîáàâëåíèÿ è çàäà÷è.

3.1. Ãåîäåçè÷åñêèå ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà ïëîñêîñòè. Íà ïëîñêîñòè ñ
êîîðäèíàòàìè (x, y), ðàññìîòðèì ëàãðàíæèàí ñëåäóþùåãî âèäà

L(x, y, ẋ, ẏ) = Eẋ2 + 2Fẋẏ +Gẏ2,

ãäå E, F è G � ãëàäêèå ôóíêöèè îò x è y (îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ýòèõ ôóíêöèé
ñòàíäàðòíûå, îíè âîñõîäÿò ê Ãàóññó). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå,

E > 0, ∆ = EG− F 2 < 0.

Ýòî óñëîâèå ýêâèâàåëíòíî òîìó, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

Q(ξ, η) = Eξ2 + 2Fξη +Gη2

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ x è y, òî åñòü ïðèíèìàåò ñòðî-
ãî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà âñåõ âåêòîðàõ (ξ, η), êðîìå íóëåâîãî. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ëàãðàíæèàí L ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé íà ïëîñêîñòè. Îáðàòíî,
âñÿêàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà íà ïëîñêîñòè (èëè íà ïëîñêîé îáëàñòè) èìååò òàêîé
âèä.
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Ìû çíàåì, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå ìåòðèêè L (îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ïàðàìåòðà)

ÿâëÿþòñÿ òðàåêòîðèÿìè ëàãðàíæèàíà
√
L. Èìååì:

∂
√
L

∂y
=

Eyẋ
2 + 2Fyẋẏ +Gy ẏ

2

2
√
Eẋ2 + 2Fẋẏ +Gẏ2

.

∂
√
L

∂ẏ
=

Fẋ+Gẏ√
Eẋ2 + 2Fẋẏ +Gẏ2

.

d

dt

∂
√
L

∂ẏ
=

αẋ4 + βẋ3ẏ + γẋ2ẏ2 + δẋẏ3 + εẏ4 + 2∆(ẋ2ÿ − ẋẏẍ)

2 (Eẋ2 + 2Fẋẏ +Gẏ2)
3/2

ãäå

α = 2EFx − FEx, β = 2FFx + 2EFy + 2EGx −GEx − FEy,

γ = 2FFy + 3FGx + 2EGy −GEy, δ = GGx + 3FGy, ε = GGy.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà êîîðäèíàòó x (òàê ìîæíî ñäåëàòü
íå äëÿ âñåõ, íî äëÿ áîëüøèíñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ). Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëîæèì
t = x. Òîãäà óðàâíåíèå Ýéëåðà�Ëàãðàíæà ∂L

∂y = d
dt

∂L
∂ẏ ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

Ey + 2Fyy
′ +Gyy

′2

2
√

E + 2Fy′ +Gy′2
=

α+ βy′ + γy′
2
+ δy′

3
+ εy′

4
+ 2∆y′′

2
(
E + 2Fy′ +Gy′2

)3/2
Ìû ìîæåì âûðàçèòü y′′ èç ýòîãî óðàâíåíèÿ:

y′′ =
1

2∆

(
(Ey + 2Fyy

′ +Gyy
′2)(E + 2Fy′ +Gy′

2
)− α− βy′ − γy′

2 − δy′
3 − εy′

4
)

Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ãåîäå-
çè÷åñêèõ:

y′′ =
1

2∆

(
a0 + a1y

′ + a2y
′2 + a3y

′3
)
,

â êîòîðîì

a0 = EEy − 2EFx + FEx, a1 = 3FEy − 2FFx − 2EGx +GEx,

a2 = 2GEy + 2FFy − EGy − 3FGx, a3 = 2GFy − FGy −GGx.

3.2. Çàäà÷à Áåëüòðàìè. Èòàëüÿíñêèé ãåîìåòð Å. Áåëüòðàìè ðåøèë ñëåäó-
þùóþ çàäà÷ó: íàéòè âñå ìåòðèêè íà ïëîñêîñòè (èëè â îòêðûòîé îáëàñòè íà
ïëîñêîñòè), â êîòîðûõ âñå ãåîäåçè÷åñêèå � ïðÿìûå (èëè îòðåçêè ïðÿìûõ). Íà
ñàìîì äåëå, çàäà÷à ëîêàëüíàÿ, è äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ìàëåíüêîé îòêðû-
òîé îêðåñòíîñòüþ íà ïëîñêîñòè. Çàäà÷à ïðèøëà èç êàðòîãðàôèè � Áåëüòðàìè
èíòåðåñîâàëñÿ òåì, êàê èìåííî ìîæíî êàðòîãðàôèðîâàòü çåìíóþ ïîâåðõíîñòü,
÷òîáû êðàò÷àéøèå ëèíèè íà ïîâåðõíîñòè èçîáðàæàëèñü îòðåçêàìè ïðÿìûõ (íà
òàêèõ êàðòàõ î÷åíü óäîáíî ïðîêëàäûâàòü îïòèìàëüíûå ìàðøðóòû). Åñëè âñå
ãåîäåçè÷åñêèå � îòðåçêè ïðÿìûõ, òî â âûïèñàííîì âûøå óðàâíåíèè äëÿ ãåîäå-
çè÷åñêèõ y′′ = 0. Ïîñêîëüêó íàêëîí ãåîäåçè÷åñêîé â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ìîæåò
áûòü ïðîèçâîëüíûì, íàì íóæíî ïðèðàâíÿòü ê íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè âñåõ
ñòåïåíÿõ y′. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè íà 3 íåèçâåñòíûå ôóíêöèè E, F è G:

EEy − 2EFx + FEx = 0
3FEy − 2FFx − 2EGx +GEx = 0
2GEy + 2FFy − EGy − 3FGx = 0

2GFy − FGy −GGx = 0
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Ïîñêîëüêó ó íàñ åñòü 4 óðàâíåíèÿ, ìû ìîæåì èñêëþ÷èòü èç íèõ 3 ïðîèçâîäíûå
Ey, Fy, Gy. Ïîëó÷èì

(−3F 2 + EG)Ex + 4EFFx − 2E2Gx = 0.

Òðåáóåòñÿ íåêîòîðûé ïåðåáîð, ÷òîáû ñîîáðàçèòü, íà ÷òî íóæíî óìíîæèòü ýòî
âûðàæåíèå, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü ïðîèçâîäíàÿ ïî x. Îêàçûâàåòñÿ, åñëè ýòî âûðà-
æåíèå ðàçäåëèòü íà −2E5/2, òî ïîëó÷èòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî x îò

G

E1/2
− F 2

E3/2
=

∆

E3/2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå ∆/E3/2 íå çàâèñèò îò x. Àíàëîãè÷íî (âñå, ÷òî ìû
äåëàåì, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îäíîâðåìåííîé çàìåíû x íà y è E íà G),
âûðàæåíèå ∆/G3/2 íå çàâèñèò îò y. Ïîâîðà÷èâàÿ êîîðäèíàòíóþ ñåòêó è èñ-
ïîëüçóÿ ýòî æå óòâåðæäåíèå äëÿ íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ìîæíî ñäåëàòü
âûâîä î òîì, ÷òî âûðàæåíèå

∆

(Eξ2 + 2Fξη +Gη2)3/2

ïîñòîÿííî âäîëü ëþáîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé âåêòîðó ñ êîîðäèíàòàìè (ξ, η).
Èíà÷å ãîâîðÿ, ôóíêöèÿ

I(x, y, ẋ, ẏ) =
∆(x, y)

(E(x, y)ẋ2 + 2F (x, y)ẋẏ +G(x, y)ẏ2)3/2

ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû ẍ = 0, ÿ = 0, òî åñòü ïåðâûì èíòåãðàëîì
äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ýòî êëþ÷åâîå ñîîáðàæåíèå. Ìû ýòî
ñîîáðàæåíèå ñìîæåì ðàçâèòü ïîçæå, êîãäà áóäåì ïîäðîáíî îáñóæäàòü ãàìèëü-
òîíîâû ñèñòåìû è èõ ïåðâûå èíòåãðàëû.

3.3. Ìûëüíûå ïëåíêè. Ðàññìîòðèì ìûëüíóþ ïëåíêó, íàòÿíóòóþ íà íåêî-
òîðûé êîíòóð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëåíêà îäíîçíà÷íî ïðîåöèðóåòñÿ íà íåêî-
òîðóþ îáëàñòü D íà ïëîñêîñòè xy. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìà ïëåíêè ñîâïàäàåò
ñ ãðàôèêîì íåêîòîðîé ôóíêöèè u(x, y). Ìû íàïèøåì óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè íà ôóíêöèþ u.

Êàê èçâåñòíî, ìûëüíàÿ ïëåíêà ìèíèìèçèðóåò ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè. Ïëî-
ùàäü ïëåíêè âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì èíòåãðàëîì:∫∫

D

√
1 + u2

x + u2
y dx ∧ dy.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, äîñòàòî÷íî ïîñ÷èòàòü ïëîùàäü ìàëåíüêîãî
ïàðàëëåëîãðàììà ñî ñòîðîíàìè (dx, 0, ux dx) è (0, dy, uy dy) (ñòîðîíû ìû ïðåä-
ñòàâëÿåì òðåõìåðíûìè âåêòîðàìè). Ýòîò ïàðàëëåëîãðàìì ïðèáëèæàåò ó÷àñòîê
ïëåíêè íàä ïðÿìîóãîëüíèêîì íà ïëîñêîñòè xy ñî ñòîðîíàìè, ïðåäñòàâëåííûìè
äâóìåðíûìè âåêòîðàìè (dx, 0) è (0, dy). Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ñ äàííûìè
ñòîðîíàìè ìîæíî ïîñ÷èòàòü êàê ìîäóëü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

dS = det

∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
1 0 ux

0 1 uy

∣∣∣∣∣∣ dx dy =
√

1 + u2
x + u2

y dx dy.

Çäåñü ex, ey è ez � åäèíè÷íûå âåêòîðû, íàïðàâëåííûå âäîëü êîîðäèíàòíûõ
îñåé. Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü âûðàæàåòñÿ êàê èíòåãðàë ïî îáëàñòèD îò ôóíê-

öèè
√

1 + u2
x + u2

y.
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Ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëà∫∫
D

L(u, ux, uy) dx ∧ dy,

ãäå L � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ îò òðåõ ïåðåìåííûõ, à u � íåèçâåñòíàÿ
ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà çàìûêàíèè îáëàñòè D è òàêàÿ, ÷òî îãðàíè÷åíèå
ôóíêöèè u íà ãðàíèöó îáëàñòè D ñîâïàäàåò ñ çàäàííîé ôóíêöèåé (ýòî ãðàíè÷-
íîå óñëîâèå ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ãðàíèöà ïëåíêè çàêðåïëåíà íà íåêîòîðîì
êîíòóðå). Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî D èìååò ãëàäêóþ ãðàíèöó.

Ìû òåïåðü âûâåäåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà îïòèìàëüíóþ ôóíê-
öèþ u, àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèþ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî
ôóíêöèé

ut = u+ tv,

ãäå v � ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáðàííàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà D.
Äîïóñòèì, ÷òî u ìèíèìèçèðóåò èíòåãðàë îò L(u, ux, uy) ïî îáëàñòè D. Òîãäà

d

dt

∫∫
D

L(ut, ut
x, u

t
y) dx ∧ dy |t=0 = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, òî
åñòü ∫∫

D

(
∂L

∂u
v +

∂L

∂ux
vx +

∂L

∂uy
vy

)
dx ∧ dy = 0. (1)

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó

ω = v

(
∂L

∂ux
dy − ∂L

∂uy
dx

)
.

Äèôôåðåíöèàëü ýòîé ôîðìû ðàâåí

dω =

(
∂L

∂ux
vx +

∂L

∂uy
vy + v

(
∂

∂x

∂L

∂ux
+

∂

∂y

∂L

∂uy

))
dx ∧ dy.

Ïî òåîðåìå Ñòîêñà, èíòåãðàë îò ôîðìû dω ïî îáîëàñòè D ðàâåí íóëþ (ïîñêîëü-
êó ôîðìà ω îáðàùàåòñÿ â 0 íà ãðàíèöå îáëàñòè D). Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìó dω
ìîæíî ïðèáàâèòü ê ïîäûíòåãðàëüíîìó âûðàæåíèþ, è ïðè ýòîì èíòåãðàë (ïî
îáëàñòè D) íå èçìåíèòñÿ. Îòíèìåì ôîðìó dω îò ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ
â ðàâåíñòâå (1). Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:∫∫

D

(
∂L

∂u
−
(

∂

∂x

∂L

∂ux
+

∂

∂y

∂L

∂uy

))
v dx ∧ dy = 0.

Ïîñêîëüêó èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ â 0 ïðè ëþáîì âûáîðå äîñòàòî÷íî ãëàäêîé
ôóíêöèè v, ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå îáÿçàíî áûòü òîæäåñòâåííî ðàâíûì
íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì òàêîå óðàâåíèå:

∂L

∂u
=

∂

∂x

∂L

∂ux
+

∂

∂y

∂L

∂uy
.

Ýòî àíàëîã óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ. Âåð-

íåìñÿ ê íàøåìó ïðèìåðó: L =
√
1 + u2

x + u2
y. Äëÿ òàêîãî ëàãðàíæèàíà, óðàâ-

íåíèå Ýéëåðà�Ëàãíðàíæà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

uxx + uyy + uxxu
2
y + uyyu

2
x − 2uxuyuxy = 0.
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Ýòî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå. Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòî óðàâíåíèå óðàâíåíèåì

ìûëüíîé ïëåíêè. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ux è uy ìàëû, òî ýòî óðàâíåíèå ïðèáëèæà-
åòñÿ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà:

uxx + uyy = 0.

3.4. Çàäà÷è.

Çàäà÷à 16. Íàïèøèòå ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïîëÿðíûõ êî-
îðäèíàòàõ, êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò âñå ïðÿìûå. Òî÷íåå, ïóñòü x(t), y(t) êîîð-
äèíàòû òî÷êè íà ïðÿìîé, òî åñòü x(t) = a + bt, y(t) = c + dt äëÿ íåêîòîðûõ
êîíñòàíò a, b, c, d ∈ R, òàêèõ, ÷òî b2 + d2 ̸= 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r(t), ϕ(t) ñîîò-
âåòñòâóþùèå ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû. Íàïèøèòå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
íà ôóíêöèè r(t), ϕ(t).

Ðåøåíèå. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé
èìåþò âèä

ẍ = 0, ÿ = 0.

Ýòî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ òàêîãî ëàãðàíæèàíà:

L(x, y, ẋ, ẏ) = (ẋ)2 + (ẏ)2.

Çàïèøåì ýòîò æå ëàãðàíæèàí â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ:

L = (rϕ̇)2 + (ṙ)2.

Òåïåðü îñòàëîñü âûïèñàòü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ íîâîãî ëàãðàíæè-
àíà. Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ äàþò òàêîé ðåçóëüòàò:

r̈ = rϕ̇2, ϕ̈ = − ṙϕ̇

r
.

�

Çàäà÷à 17. Íàéäèòå çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñ ëàãðàíæèàíîì

L(x, y, ẋ, ẏ) =
(ẋ)2 + (ẏ)2

2
+ y.

Çàäà÷à 18. Ðàññìîòðèì ëàãðàíæèàí, îïðåäåëåííûé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè
ôîðìóëîé

L(x, y, ẋ, ẏ) =
(ẋ)2 + (ẏ)2

y2

Äîêàæèòå, ÷òî èñòèííûå òðàåêòîðèè � ýòî ïîëóîêðóæíîñòè ñ öåíòðîì íà ãî-
ðèçîíòàëüíîé îñè.

Çàäà÷à 19. Äîêàæèòå, ÷òî èñòèííûå òðàåêòîðèè ëàãðàíæèàíà

L(x, y, ẋ, ẏ) = ẋ2 + ẏ2 +
1√

x2 + y2

ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ ñòåïåíè 2.

Çàäà÷à 20. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ñêîëüçèò ïî ñôåðå áåç òðåíèÿ. Íàïèøèòå åå
ëàãðàíæèàí â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

Çàäà÷à 21. Âûïèøèòå óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ íà ïàðàáîëîèäå âðàùåíèÿ z =
x2 + y2.
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Çàäà÷à 22. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ R è a, ãåîäåçè÷åñêèìè
ðèìàíîâîé ìåòðèêè

L(x, y, ẋ, ẏ) = R2 (a
2 + x2)ẏ2 + 2xyẋẏ + (a2 + y2)ẋ2

(a2 + x2 + y2)2

ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå.

4. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà è ãàìèëüòîíèàí

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåíöèðóåìóþ
ôóíêöèþ f : R → R îò îäíîé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé. Ãðàôèê
ôóíêöèè f ìîæíî âîññòàíîâèòü, çíàÿ âñå êàñàòåëüíûå ïðÿìûå ê
ýòîìó ãðàôèêó. Èäåÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ñîñòîèò â ïåðåõî-
äå îò ôóíêöèè f ê ñåìåéñòâó âñåõ êàñàòåëüíûõ ê ãðàôèêó ôóíêöèè
f . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f ñòðîãî âûïóêëà, òî åñòü ïðîèçâîä-
íàÿ f ′ ñòðîãî âîçðàñòàåò. Òîãäà, äëÿ êàæäîãî p ∈ R, ñóùåñòâóåò íå
áîëåå îäíîé êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f , òàíãåíñ óãëà íà-
êëîíà êîòîðîé ïî îòíîøåíèþ ê ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ îñè
x ðàâåí p. Çàïèøåì óðàâíåíèå ýòîé êàñàòåëüíîé êàê y = px− g(p).
Çäåñü g(p) � ýòî ïðîñòî êîíñòàíòà ïðè âñÿêîì ôèêñèðîâàííîì p.
Îäíàêî ýòà êîíñòàíòà, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò p. Òàêèì îáðà-
çîì, ôóíêöèÿ g(p) çàäàåò ñåìåéñòâî ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè, íè îäíà
èç êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé (â äàííîì ñëó÷àå, ýòî ñåìåé-
ñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ ïðÿìûõ ê ãðàôèêó ôóíêöèè f). Ôóíêöèÿ g
íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà ôóíêöèè f , è ÷àñòî îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç f̂ . Ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà òàêæå íàçûâàþò ñàì
ïåðåõîä îò ôóíêöèè f ê ôóíêöèè f̂ .
Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îá-

ùåé êîíñòðóêöèè, êîòîðàÿ îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä îò, ñêàæåì, êðè-
âîé íà ïëîñêîñòè ê ñåìåéñòâó âñåõ êàñàòåëüíûõ ýòîé êðèâîé. Ýòà
êîíñòðóêöèÿ ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíà â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè (à
òàæå â íåêîòîðûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè), è íàçûâàåòñÿ
ïðîåêòèâíîé äâîéñòâåííîñòüþ.
Î÷åíü ÷àñòî ïîëüçóþòñÿ äðóãèì îïðåäåëåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ëåæàíäðà, êîòîðîå ìû ñåé÷àñ òîæå äàäèì. Çàìåòèì, ÷òî ãðàôèê
ôóíêöèè f âñåãäà ëåæèò âûøå êàñàòåëüíîé. Ýòîò ôàêò ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü â âèäå íåðàâåíñòâà f(x) ≥ px− f̂(p), â êîòîðîì ðàâåíñòâî
äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå x(p) � òî÷êå êàñàíèÿ. Ýêâèâà-
ëåíòíîå íåðàâåíñòâî òàêîå:

f̂(p) ≥ px− f(x).
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Ýòî íåðàâåíñòâî òîæå îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî â åäèíñòâåííîé òî÷-
êå x(p). Ïîýòîìó ôóíêöèþ f̂(p) ìîæíî îïðåäåëèòü òàêæå ñëåäóþ-
ùåé ôîðìóëîé:

f̂(p) = min(px− f(x)).

Ïîñ÷èòàåì ïðîèçâîäíóþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà:

d

dp
f̂(p) =

d

dp
(px(p)− f(x(p))) = x(p) + p

dx(p)

dp
− f ′(x(p))

dx(p)

dp

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî f ′(x(p)) = p (ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ñîâïàäàåò
ñ òàíãåíñîì óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèâåäåí-

íîå âûøå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî df(p)
dp

= x(p), òî åñòü ïðîèç-
âîäíàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà â òî÷êå p ñîâïàäàåò ñ àáñöèññîé
òî÷êè êàñàíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè f ñ êàñàòåëüíîé ïðÿìîé, òàíãåíñ
óãëà íàêëîíà êîòîðîé ðàâåí p.
Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà îïðåäåëåíî òàêæå äëÿ ôóíêöèé ìíî-

ãèõ ïåðåìåííûõ. Ðàññìîòðèì îòêðûòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî
U ⊆ Rn è äîñòàòî÷íî ãëàäêóþ ôóíêöèþ f : U → R. Ìû ñêà-
æåì, ÷òî ôóíêöèÿ f ñòðîãî âûïóêëà, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê
a, b ∈ Rn âåñü îòðåçîê ñ êîíöàìè â (a, f(a)) è (b, f(b)) ëåæèò âûøå
ãðàôèêà ôóíêöèè f , çà èñêëþ÷åíèåì êîíöîâ. Ïåðâûé äèôôåðåí-
öèàë dxf ôóíêöèè f â òî÷êå x ∈ Rn � ýòî ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë
íà Rn, òî åñòü ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Rn∗. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Û ⊆ Rn∗

ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ âèäà dxf , ãäå x ∈ U . Äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà p ∈ Û íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ êàñàòåëüíàÿ ãè-
ïåðïëîñêîñòü ê ãðàôèêó ôóíêöèè f , èìåþùàÿ âèä y = p · x− g(p).
Â ýòîé ôîðìóëå ïðîèçâåäåíèå p · x îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò ïðèìåíå-
íèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà p ê âåêòîðó x. Â êîîðäèíàòàõ, åñëè
x = (x1, . . . , xn) è p = (p1, . . . , pn), òî p · x = p1x1 + · · · + pnxn.

Ôóíêöèÿ g : Û → R íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà ôóíê-
öèè f è ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f̂ . Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî

f̂(p) = min (p · x− f(x)) .

Ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå x(p). Òàêèì îáðàçîì,

f̂(p) = p · x(p)− f(x(p)).

Êðîìå òîãî, ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ôóíêöèé îäíîé ïåðå-
ìåííîé ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðâûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f̂ â òî÷êå
p ∈ Rn∗ ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì x(p) (ïðè åñòåñòâåííîì îòîæäåñòâëå-
íèè ïðîñòðàíñòâà, äâîéñòâåííîãî ê Rn∗, ñ ïðîñòðàíñòâîì Rn).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L(q, q̇) íåêîòîðîé ìåõà-

íè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì
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çíà÷åíèè ïåðåìåííûõ q, ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé
ôóíêöèåé ïåðåìåííûõ q̇. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(q, p) ïðåîáðàçîâàíèå
Ëåæàíäðà ýòîé ôóíêöèè (êàê ôóíêöèè îò q̇ ïðè ôèêñèðîâàííîì q).
Ôóíêöèÿ H(q, p) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà, èëè ãàìèëü-
òîíèàíîì. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà, ãàìèëüòî-
íèàí âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

H(p, q) = p · q̇ − L(q, q̇),

â êîòîðîé çíà÷åíèÿ q̇ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ p ïî ôîðìóëå
p = ∂L

∂q̇
(â ñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè, ýòî óðàâíåíèå âñåãäà îäíî-

çíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî q̇). Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà îïðåäå-
ëåíà íà íåêîòîðîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà Rn × Rn∗. ×àñòî ìû áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíà îïðåäåëåíà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn × Rn∗.
Ïðîñòðàíñòâî Rn×Rn∗ íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Ðàñ-

ñìîòðèì èñòèííóþ òðàåêòîðèþ q(t) â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàí-
ñòâå Rn. Îíà îïðåäåëÿåò ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ (q(t), p(t)) â ôàçî-
âîì ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðîé p(t) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ∂L

∂q̇
(q(t), q̇(t)).

Âåëè÷èíà p(t) íàçûâàåòñÿ èìïóëüñîì ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t.

Òåîðåìà 8 (óðàâåíèÿ Ãàìèëüòîíà). Ïóñòü q(t), p(t) � ïîëîæåíèå
è èìïóëüñ ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t (ðàçóìååòñÿ, ìû ïðåäïî-
ëàãàåì, ÷òî ñèñòåìà äâèæåòñÿ ïî èñòèííîé òðàåêòîðèè). Òîãäà

q̇(t) =
∂H

∂p
(q(t), p(t)), ṗ(t) = −∂H

∂q
(q(t), p(t)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ôîðìóëû äëÿ ïåð-
âîãî äèôôåðåíöèàëà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà. Çàìåòèì, ÷òî ýòî
ðàâåíñòâî íèêàê íå èñïîëüçóåò óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà. Îíî â
êîíå÷íîì ñ÷åòå ïðîñòî ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ èìïóëüñà ñèñòåìû.
Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî

H(q, p) = p · q̇(p)− L(q, q̇(p)),

â êîòîðîì q̇(p) íàõîäèòñÿ èç ôîðìóëû p = ∂L
∂q̇
(q, q̇(p)), èëè, áîëåå ÿâ-

íî, èç ôîðìóëû q̇(p) = ∂H
∂p

(q, p). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî
ïî q:

∂H

∂q
= −∂L

∂q
(q, q̇(p)).

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ óðàâåíèÿìè Ýéëåðà�Ëàãðàíæà:

−∂L
∂q

(q(t), q̇(p(t))) = −∂L
∂q

(q(t), q̇(t)) = − d

dt
p(t).

Ìû çäåñü äîëæíû âñïîìíèòü, ÷òî p(t) = ∂L
∂q̇
(q(t), q̇(t)). �
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Ñèñòåìó óðàâåíèé Ãàìèëüòîíà íàçûâàþò åùå èíîãäà ñèñòåìîé
êàíîíè÷åñêèõ óðàâåíèé.

Òåîðåìà 9 (çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè). Ïóñòü q(t) è p(t) � ïîëî-
æåíèå è èìïóëüñ ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t. Òîãäà H(q(t), p(t))
íå çàâèñèò îò t (äðóãèìè ñëîâàìè, ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñîõðà-
íÿåòñÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîäèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèþ
H(q(t), p(t)) ïî t:

d

dt
H(q(t), p(t)) =

∂H

∂q
q̇ +

∂H

∂p
ṗ =

=
∂H

∂q

(
∂H

∂p

)
+
∂H

∂p

(
−∂H
∂q

)
= 0.

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü êàíîíè÷åñêèìè óðàâåíè-
ÿìè Ãàìèëüòîíà. �
Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ãàìèëüòîíèàíû, çàâèñÿùèå ÿâíî îò âðåìå-

íè. Äëÿ òàêèõ ãàìèëüòîíèàíîâ, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè íå èìååò
ìåñòà. Îí çàìåíÿåòñÿ ôîðìóëîé d

dt
H(x(t), p(t), t) = ∂H

∂t
(x(t), p(t), t).

Â ïðàâîé ÷àñòè èìååòñÿ â âèäó äèôôåðåíöèðîâàíèå òîëüêî ïî òðå-
òüåìó àðãóìåíòó t.
Â áîëüøèíñòâå çàäà÷ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, ëàãðàíæèàí èìååò

âèä
L(q, q̇) = Tq(q̇)− U(q),

â êîòîðîì Tq(q̇) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìîé îò q̇, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé ãëàäêî çàâèñÿò îò q (òî
åñòü ðèìàíîâîé ìåòðèêîé íà êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå), à
ôóíêöèÿ U(q) íå çàâèñèò îò q̇, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî ôóíêöèåé
íà êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèé
Tq(q̇) è U(q) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðâàÿ èç íèõ ñîâïàäàåò ñ êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèåé ñèñòåìû, à âòîðàÿ � ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé
ñèñòåìû. Ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä

H(q, p) = Tq(q̇(p)) + U(q).

Äîáàâëåíèÿ è çàäà÷è.

4.1. Äâîéñòâåííûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âå-
ùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à T : V → R � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-
íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà V . ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà
ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå äâîéñòâåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íà äâîéñòâåííîì ïðî-
ñòðàíñòâå V ∗. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà T (x) çàäà-
åò íåêîòîðîå áèëèíåéíóþ ôîðìó T (x,y), íàçûâàåìóþ ïîëÿðèçàöèåé ôîðìû T
(íåñêîëüêî çëîóïîòðåáëÿÿ îáîçíà÷åíèÿìè, ìû îáå ôîðìû îáîçíà÷àåì îäíîé è
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òîé æå áóêâîé; ðàçíèöà ïðîÿâëÿåòñÿ ëèøü â êîëè÷åñòâå àðãóìåíòîâ). Ïîëÿ-
ðèçàöèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè äâóìÿ
ñâîéñòâàìè:

(1) ôîðìà T (x,y) ñèììåòðè÷íà, òî åñòü T (x,y) = T (y,x);
(2) èìååì T (x,x) = T (x).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü êàëüêóëÿòîð, êîòîðûé ìîæåò ñêëàäûâàòü äåé-
ñòâèòåëüíûå ÷èñëà è óìíîæàòü äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà íà íåêîòîðûå ôèêñèðî-
âàííûå ìíîæèòåëè (ñêàæåì, íà ±1

2 ). Êàê íà òàêîì êàëüêóëÿòîðå ïîñ÷èòàòü
ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðîèçâîëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë? Êëþ÷îì ê ðåøåíèþ
ýòîé çàäà÷è ñëóæèò ôîðìóëà

xy =
(x+ y)2 − x2 − y2

2
.

Àíàëîãè÷íîé ôîðìóëîé ìîæíî îïðåäåëèòü ïîëÿðèçàöèþ ëþáîé êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû:

T (x,y) =
T (x+ y)− T (x)− T (y)

2
.

Áèëèíåéíàÿ ôîðìà T (x,y) çàäàåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå IT : V → V ∗, ïå-
ðåâîäÿùåå ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x ∈ V â ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë y 7→ T (x,y).
Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà T ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé (èëè, áî-
ëåå îáùèì îáðàçîì, íåâûðîæäåííîé), ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ èçî-
ìîðôèçìîì ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì V è äâîéñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì V ∗. Ýòîò
íåñëîæíûé ôàêò äîêàçûâàåòñÿ â ñòàíäàðòíûõ êóðñàõ ëèíåéíîé àëãåáðû.

Äâîéñòâåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà T ∗(p) îïðåäåëÿåòñÿ êàê T (I−1
T (p)). Äî-

êàæåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ôîðìû T ñîâïàäàåò ñ T ∗/4. Ïðåîáðàçî-
âàíèå Ëåæàíäðà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

T̂ (p) = p · x(p)− T (x(p)),

ãäå òî÷êà x(p) íàõîäèòñÿ èç ôîðìóëû p = ∂T
∂x (x(p)). Çàìåòèì, ÷òî ïî ïðàâèëó

Ëåéáíèöà, ïðîèçâîäíàÿ ∂T
∂x ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì y 7→ 2T (x,y),

òî åñòü ñ ôóíêöèîíàëîì 2IT (x). Ñëåäîâàòåëüíî, x(p) = I−1
T (p/2). Ïîäñòàâëÿÿ

ýòî çíà÷åíèå â ôîðìóëó äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà, ïîëó÷àåì

T̂ (p) = p · I−1
T (p/2)− T ∗(p/2).

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî, ïî îïðåäåëåíèþ, p · (I−1
T (p)) = T (I−1

T (p)) = T ∗(p). Ñëåäî-

âàòåëüíî, T̂ (p) = T ∗(p)/2− T ∗(p)/4 = T ∗(p)/4.
Êàê óæå óïîìÿíàëîñü, â áîëüøèíñòâå çàäà÷ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ëàãðàí-

æèàí èìååò âèä

L(q, q̇) = Tq(q̇)− U(q),

ãäå Tq(q̇) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò q̇, ãëàäêî çà-
âèñÿùàÿ îò q. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä

H(q, p) =
T ∗
q (p)

4
+ U(q),

ãäå T ∗
q � ýòî äâîéñòâåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ê ôîðìå Tq.
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4.2. Ïðîåêòèâíàÿ äâîéñòâåííîñòü. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðîåêòèâíîé äâîéñòâåííîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî âåùåñòâåííîå
ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RPn îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìûõ â
Rn+1, ñîäåðæàùèõ íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïðÿìûå â RPn îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ïëîñ-
êîñòÿìè â Rn+1, ñîäåðæàùèìè íà÷àëî êîîðäèíàò. Äâîéñòâåííîå ïðîåêòèâíîå
ïðîñòðàíñòâî RPn∗ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ïðÿìûõ â R(n+1)∗, ñîäåðæà-
ùèõ íà÷àëî êîîðäèíàò. Îíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîæå-
ñòâîì âñåõ ãèïåðïëîñêîñòåé â Rn+1, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç 0.

Ìû ñåé÷àñ îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì n = 1. Ïðî ïðÿìûå â RP 2 ìîæíî äóìàòü
êàê ïðî òî÷êè ïðîñòðàíñòâà RP 2∗. Ïóñòü C ⊂ RP 2 � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ êðè-

âàÿ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ĉ âñåõ êàñàòåëüíûõ ê êðèâîé C. Ýòî ïîäìíîæå-
ñòâî äâîéñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP 2∗. Áîëåå òîãî, Ĉ òîæå ÿâëÿåòñÿ
êðèâîé (âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáÿçàòåëüíî ãëàäêîé). Ýòà êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ äâîé-
ñòâåííîé êðèâîé ê êðèâîé C. Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü, äâîéñòâåííàÿ ê RP 2∗,
åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ RP 2. Ìîæíî ðàññìîòðåòü äâîéñòâåí-

íóþ êðèâóþ ê êðèâîé Ĉ. Ñòîðîãî ãîâîðÿ, êðèâàÿ Ĉ ìîæåò íå áûòü ãëàäêîé, ò.å.
ìîæåò èìåòü îñîáåííîñòè, íî ïîíÿòèå äâîéñòâåííîé êðèâîé íåòðóäíî îáîáùèòü
íà êóñî÷íî ãëàäêèå êðèâûå ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðîñòåéøèõ îñîáåííîñòåé. Òî-

ãäà êðèâàÿ, äâîéñòâåííàÿ ê êðèâîé Ĉ, ñîâïàäàåò ñ C. Èìåííî ïîýòîìó îïèñàí-
íîå ñîîòâåòñòâèå è íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîñòüþ. Äîêàçàòåëüñòâî ñôîðìóëèðî-
âàííîãî óòâåðæäåíèÿ îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ êàê (íåòðèâèàëüíîå) óïðàæíåíèå.

Ïðîåêòèâíàÿ äâîéñòâåííîñòü îïðåäåëåíà è äëÿ êîìïëåêñíûõ ïðîåêòèâíûõ
ïðîñòðàíñòâ CPn. Îíà àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â êîìïëåêñíîé àëãåáðàè÷åñêîé
ãåîìåòðèè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâà, äâîéñòâåííûå ïðîåêòèâíûì àëãåá-
ðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèÿì, ñíîâà ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòèâíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè
ìíîãîîáðàçèÿìè. Íàïðèìåð, äëÿ ïëîñêîé êîìïëåêñíîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé,
çíàÿ åå ðîä, ñòåïåíü, ÷èñëî òî÷åê ñàìîïåðåìåñåíèÿ, ÷èñëî äâîéíûõ êàñàòåëü-
íûõ, ÷èñëî òî÷åê âîçâðàòà è ÷èñëî òî÷åê ïåðåãèáà, ìîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâó-
þùèå õàðàêòåðèñòèêè äâîéñòâåííîé êðèâîé. Ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû áûëè
íàéäåíû Ïëþêêåðîì.

4.3. Çàäà÷è.

Çàäà÷à 23. Íàéäèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

(a): f(x) = ex

(b): f(x) = xα

α

Îòâåò:
(a) f̂(p) = p(log p− 1).

(b) f̂(p) = pβ

β , ãäå
1
α + 1

β = 1.

Çàäà÷à 24. Ïóñòü f : Rn → R � äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ñòðîãî âûïóê-
ëàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèè f â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ
ïðîñòðàíñòâà Rn íå ìîãóò ñîâïàäàòü.

Çàäà÷à 25. Ïóñòü f : Rn → R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, âòîðîé äèôôåðåíöèàë
êîòîðîé d2xf ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Rn. Ïðîâåðüòå,

÷òî òîãäà d2yf̂ > 0 äëÿ âñåõ y ∈ Rn∗.

Çàäà÷à 26. Ïóñòü U ⊂ Rn � îòêðûòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, à f : U → R �

ñòðîãî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî Û îáîçíà÷àåò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
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ôóíêöèè f̂ . Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn è äëÿ ëþáîãî p ∈ Û , âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

f(x) + f̂(p) ≥ p · x.

Ýòî íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Þíãà. Åñëè ïîëîæèòü f(x) =
xα/α, ãäå α > 1, òî ïîëó÷èì êëàññè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Þíãà (ìû ïîëüçóåìñÿ
óæå âûïîëíåííûì âû÷èñëåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà äëÿ ôóíêöèè f):

xα

α
+

pβ

β
≥ p · x, 1

α
+

1

β
= 1.

Çàäà÷à 27. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà f̂ îò ñòðîãî âûïóêëîé
äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f îïðåäåëåíî íà âñåì Rn.

Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f̂ òîæå ñòðîãî âûïóêëà, è ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà

îò ôóíêöèè f̂ ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé f .

Çàäà÷à 28. Ïóñòü U ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òàêîå, ÷òî λU ⊆ U äëÿ
âñÿêîãî λ > 0. Ôóíêöèÿ f : U → R íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-îäíîðîäíîé

ñòåïåíè k, åñëè

f(λx1, λx2, . . . , λxn) = λkf(x1, . . . , xn)

äëÿ âñÿêîé òî÷êè (x1, . . . , xn) ∈ Rn è âñÿêîãî ÷èñëà λ > 0. Äîêàæèòå òåîðåìó
Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ: åñëè f � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïîëîæèòåëüíî-
îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè k, òî

∂f

∂x
· x =

n∑
i=1

xi
∂f

∂xi
= kf.

Èç òåîðåìû Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ âûòåêàåò ñëåäóþùåå.

Çàäà÷à 29. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëàãðàíæèàí ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû èìååò âèä

L(q, q̇) = Tq(q̇)− U(q),

ãäå Tq � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò q̇, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé ìîãóò çàâèñåòü
(ãëàäêî) îò q, à U � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ îò q. (Ïðàêòè÷åñêè âñå ëàãðàíæèà-
íû, âñòðå÷àþùèåñÿ â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, èìåþò èìåííî òàêîé âèä). Òîãäà
ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíèàí ðàâåí T + U , ïðè÷åì êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà T
çàïèñàíà â òåðìèíàõ èìïóëüñîâ p, à íå ñêîðîñòåé q̇.

Çàäà÷à 30. Ïóñòü q = (q1, . . . , qn) è p = (p1, . . . , pn). Êîîðäèíàòà q1 íàçûâàåòñÿ
öèêëè÷åñêîé äëÿ ãàìèëüòîíèàíà H(q, p), åñëè H íå ñîäåðæèò ÿâíîé çàâèñèìî-
ñòè îò q1, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò q2, . . . , qn, p1, . . . , pn. Äîêàæèòå, ÷òî
åñëè q1 � öèêëè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà, òî ñîîòâåòñòâóþùèé èìïóëüñ p1 ñîõðÿíà-
åòñÿ (òî åñòü íå çàâèñèò îò âðåìåíè äëÿ ëþáîé èñòèííîé òðàåêòîðèè).

Çàäà÷à 31. Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ôóíêöèþ u(x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíå-
íèþ ìûëüíîé ïëåíêè

(1 + u2
y)uxx − 2uxuyuxy + (1 + u2

x)uyy = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ u äîïóñêàåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà û. Íàéäèòå
óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ û.
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5. Ôóíöèÿ äåéñòâèÿ è óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

Îñíîâíàÿ çàñëóãà Ãàìèëüòîíà â òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå ñîñòîèò
â òîì, ÷òî îí ââåë ôóíêöèþ äåéñòâèÿ

S(q(0), t0, q(1), t1) = inf
γ

∫ t1

t0

L(γ(t), γ̇(t)) dt.

Åñëè òðàåêòîðèÿ γ îïòèìàëüíàÿ, òî ôóíêöèÿ äåéñòâèÿ ñîâïàäàåò
ñ ôóíêöèîíàëîì äåéñòâèÿ, ïîñ÷èòàííûì äëÿ ýòîé êîíêðåòíîé òðà-
åêòîðèè γ. Â äàëüíåéøåì, ïðè ðàññìîòðåíèè ôóíêöèè äåéñòâèÿ
ìû âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ñóùå-
ñòâóåò. Ïðîâîäÿ àíàëîãèþ ñ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêîé, ìîæíî ñêà-
çàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè îïòè÷åñêîé
äëèíû ïóòè, òî åñòü ôóíêöèè W (x,y), ââåäåííîé ðàíüøå.
Ðàññìîòðèì äåéñòâèå S(q(0), t0, q, t1) êàê ôóíêöèþ îò q (âñå

îñòàëüíûå àðãóìåíòû ôèêñèðîâàíû). Íàéäåì äèôôåðåíöèàë ýòîé
ôóíêöèè. Ïðè ýòîì ìû âîñïîëüçóåìñÿ çàìå÷àòåëüíûì ðàññóæäåíè-
åì, çàèìñòâîâàííûì èç ó÷åáíèêà Ëàíäàó è Ëèôøèöà. Ïóñòü γ(t, q)
� îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó q(0) â ìîìåíò
âðåìåíè t0 è ÷åðåç òî÷êó q â ìîìåíò âðåìåíè t1. Ïî îïðåäåëåíèþ,
ôóíêöèÿ äåéñòâèÿ ðàâíà

S(q(0), t0, q, t1) =

∫ t1

t0

L(γ(t, q), γ̇(t, q))dt,

ãäå, êàê îáû÷íî, òî÷êà îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t. Ïîëî-
æèì q = q(1)+ sa äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà a, è ïðîäèôôåðåíöèðóåì
âûïèñàííîå ðàâåíñòâî ïî s ïðè s = 0. Ïðîèçâîäíóþ ïî s áóäåì,
êàê è ðàíüøå, îáîçíà÷àòü ÷åðåç δ. Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé Ýéëåðà�
Ëàãðàíæà ìû óæå ïðîäåëàëè ýòî äèôôåðåíöèðîâàíèå, âîñïîëüçî-
âàâøèñü ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Òåïåðü ëèøü íàïîì-
íèì ðåçóëüòàò:

δS =

∫ t1

t0

δγ

(
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇

)
dt+

∂L

∂q̇
· δγ|t1t0 .

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü â ñè-
ëó óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ëàãðàíæà. Âòîðîé æå ÷ëåí ðàâåí p(q(1)) · a.
Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ S êàê ôóíêöèþ îò q.
Ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè ïî íàïðàâëåíèþ a â òî÷êå q(1) ðàâíà
p(q(1)). Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè S ïî q ðà-
âåí p(q):

∂S

∂q
= p(q).
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Áóäåì òåïåðü ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ äåéñòâèÿ S(q(0), t0, q, t)
êàê ôóíêöèþ ïåðåìåííûõ q è t. Ïîñêîëüêó q(0) è t0 ôèêñèðîâà-
íû, ìû áóäåì ïèñàòü ïðîñòî S(q, t) âìåñòî S(q(0), t0, q, t). Â îòëè÷èå
îò ïðîâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé, ìû òåïåðü íå ôèêñèðóåì êî-
íå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè t. ×òîáû ïîñ÷èòàòü ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ
∂S
∂t
, ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ðàññóæäåíèåì, òàêæå çàèìñòâî-

âàííûì èç ó÷åáíèêà Ëàíäàó è Ëèôøèöà. Ðàññìîòðèì èñòèííóþ
òðàåêòîðèþ γ(τ), ïðîõîäÿùóþ â ìîìåíò âðåìåíè τ = t ÷åðåç òî÷êó
q. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì âûðàæåíèå S(γ(τ), τ) ïî τ ïðè τ = t. Ñ îä-
íîé ñòîðîíû, ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè,
ìû ïîëó÷èì

∂S

∂q
(q, t)γ̇(t) +

∂S

∂t
(q, t).

Ïðè ýòîì ìû óæå çíàåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ∂S
∂q
(q, t) ðàâíà èìóëüñó

p(t) ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäå-
ëåíèþ èíòåãðàëà äåéñòâèÿ, ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà çíà÷åíèþ ôóíêöèè
Ëàãðàíæà L(q, γ̇(t)). Òàêèì îáðàçîì,

∂S

∂t
(q, t) = L(q, γ̇(t))− p(t) · γ̇(t) = −H(q, p(t)).

Ôîðìóëû
∂S

∂q
= p,

∂S

∂t
= −H

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå èìïóëüñà è
ãàìèëüòîíèàíà (Ãàìèëüòîí èìåííî òàê ïðèøåë ê ïîíÿòèþ ãàìèëü-
òîíèàíà). Ýòî îïðåäåëåíèå, âîçìîæíî, âûãëÿäèò áîëåå åñòåñòâåííî
ñ ãåîìåòðè÷åñêîé è ìåõàíè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ. Îäíàêî òåõíè÷åñêè
óäîáíåé ðàáîòàòü ñ îïðåäåëåíèåì ÷åðåç ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà.
Çíàê ìèíóñ â îïðåäåëåíèè ãàìèëüòîíèàíà ∂S

∂t
= −H âûçûâàë â

ñâîå âðåìÿ ïðîòåñò ó áîëüøèíñòâà ìàòåìàòèêîâ, è ïðèâåë ê îæå-
ñòî÷åííîìó ñïîðó ìåæäó ìàòåìàòèêàìè è ôèçèêàìè. Ôèçèêè íà-
ñòîÿëè íà ñâîåì. Ïðè÷èíà îòðèöàòåëüíîãî çíàêà ñîñòîèò â òîì,
÷òî ãàìèëüòîíèàí èçìåðÿåò ìåõàíè÷åñêóþ ýíåðãèþ, à ïðè ïîäíÿ-
òèè êàìíÿ åãî ýíåðãèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ, à íå óìåíüøàåòñÿ. Ïî ïîâîäó
îáîçíà÷åíèé âåëñÿ åùå îäèí ñïîð, â êîòîðîì ïîáåäèëè, íàîáîðîò,
ìàòåìàòèêè. Ìàòåìàòèêè îáîçíà÷àëè êîîðäèíàòû áóêâîé q (îò ëà-
òèíñêîãî qualitas), à èìïóëüñû áóêâîé p (îò ëàòèíñêîãî potentia).
Ôèçèêè äåëàëè íàîáîðîò: êîîðäèíàòû îáîçíà÷àëè áóêâîé p, à èì-
ïóëüñû áóêâîé q. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, ìàòåìàòè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ
ÿâëÿþòñÿ îáùåïðèíÿòûìè. Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî â ôèçè÷åñêèõ
çàäà÷àõ H(q, p) � ýòî ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, âûðàæåííàÿ ÷åðåç êî-
îðäèíàòû è èìïóëüñû.



38

Ôîðìóëû ∂S
∂q

= p, ∂S
∂t

= −H âëåêóò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ íà ôóíêöèþ äåéñòâèÿ, íàçûâàåìîå óðàâíåíèåì
Ãàìèëüòîíà�ßêîáè:

∂S

∂t
+H

(
q,
∂S

∂q

)
= 0.

Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óðàâíåíèÿ ýéêî-
íàëà ∣∣∣∣∂W∂x (x(0),x)

∣∣∣∣ = 1

v(x)

äëÿ îïòè÷åñêè èçîòðîïíîé ñðåäû.
Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ äåéñòâèÿ S(q(0), t0, q(1), t1) èçâåñòíà. Êàê,

çíàÿ ýòó ôóíêöèþ, íàéòè èñòèííûå òðàåêòîðèè ìåõàíè÷åñêîé ñè-
ñòåìû? Ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà Ãàìèëüòîíîì, êîòîðûé èñïîëüçî-
âàë àíàëîãèþ ñ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêîé. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîä-
íûå ôóíêöèè äåéñòâèÿ ïî q(0) è t0 ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîð-
ìóëå

∂S

∂q(0)
= −p(0),

∂S

∂t0
= H(q(0), p(0))

â êîòîðîé p(0) � èìïóëüñ, êîòîðûé èìååò â ìîìåíò âðåìåíè t0 ÷à-
ñòèöà (ñèñòåìà), íàõîäÿùàÿñÿ â òî÷êå q(0) â ìîìåíò t0 è â òî÷êå
q(1) â ìîìåíò âðåìåíè t1. Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ýòèõ ïðîèçâîäíûõ
çàâèñÿò òîëüêî îò q(0), t0 è òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùåé â ìîìåíò âðå-
ìåíè t0 ÷åðåç òî÷êó q(0). Îäíàêî îíè íå çàâèñÿò îò âûáîðà òî÷êè
q(1) íà òîé æå ñàìîé òðàåêòîðèè è îò âûáîðà ìîìåíòà âðåìåíè t1, â
êîòîðûé ñèñòåìà ïðîõîäèò ÷åðåç ýòó òî÷êó. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìó
è ïàðàìåòðèçàöèþ èñòèííûõ òðàåêòîðèé ìîæíî íàéòè èç ðàâåíñòâ

∂S

∂q(0)
= const,

∂S

∂t0
= const.

Â ýòîì è ñîñòîèò ìåòîä Ãàìèëüòîíà íàõîæäåíèÿ èñòèííûõ òðàåêòî-
ðèé. Êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, ÷òîáû íàéòè èñòèííûå òðàåêòî-
ðèè, íå îáÿçàòåëüíî çíàòü ôóíêöèþ äåéñòâèÿ, à äîñòàòî÷íî ïðîñòî
çíàòü äîñòàòî÷íî ìíîãî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè.

Äîáàâëåíèÿ è çàäà÷è.

5.1. Óèëüÿì Ðîóýí Ãàìèëüòîí (1805 � 1865). Ïðîôåññîð àñòðîíîìèè â
Äóáëèíå, ïðåçèäåíò êîðîëåâñêîé èðëàíäñêîé àêàäåìèè, ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò
Ïåòåðáóðãñêîé àêàäåìèè íàóê. Åùå â ðàííåì âîçðàñòå ïîêàçàë ñåáÿ ãåíèåì. Â 7
ëåò îí çíàë äðåâíååâðåéñêèé ÿçûê; â 12 ëåò çíàë óæå 12 ÿçûêîâ, ñðåäè íèõ ïåð-
ñèäñêèé, àðàáñêèé è ñàíñêðèò. Â 13 ëåò îí íàïèñàë ðóêîâîäñòâî ïî ñèðèéñêîé
ãðàììàòèêå, è ïðèìåðíî â ýòî æå âðåìÿ çàèíòåðåñîâàëñÿ ìàòåìàòèêîé. Ïîëó-
÷èë ïîçèöèþ ïðîôåññîðà â 22 ãîäà, åùå áóäó÷è ñòóäåíòîì Òðèíèòè-êîëëåäæà.
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Ãàìèëüòîí èçâåñòåí ñâîèìè ðàáîòàìè ïî ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå, êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêå, è àëãåáðå (êâàòåðíèîíû).

5.2. Çàäà÷è.

Çàäà÷à 32. Ïóñòü L(q, q̇) = Tq(q̇)−U(q), ãäå Tq(q̇) � ðèìàíîâà ìåòðèêà, à U(q)
� ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíèàí.

Çàäà÷à 33. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëàãðàíæèàí L = T (q̇) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé
êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îò q̇ (êîýôôèöèåíòû êîòîðîé íå çàâèñÿò îò q). Íàéäèòå
ôóíêöèþ äåéñòâèÿ.

Çàäà÷à 34. Íàéäèòå ôóíêöèþ äåéñòâèÿ äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, òî
åñòü ëàãðàíæèàíà L(q, q̇) = q̇2 − q2.

Çàäà÷à 35. Äîêàæèòå, ÷òî âñå òðàåêòîðèè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â R2 ñ ãà-
ìèëüòîíèàíîì H(p, q) = p4 + eq ïåðèîäè÷íû, òî åñòü äëÿ êàæäîé òðàåêòîðèè
ñóùåñòâóåò ÷èñëî T > 0, òàêîå, ÷òî q(t + T ) = q(t) è p(t + T ) = p(t) äëÿ âñåõ
t ∈ R.
Çàäà÷à 36. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ëþáîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â
R2 ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé?

6. Ëåêöèÿ: ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ

Ïðåæäå ÷åì îáñóæäàòü ñèìïëåêòè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ, íàì íóæ-
íî âñïîìíèòü òåîðèþ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé è äèôôåðåíöèàëüíûõ
ôîðì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíîå çíàêîìñòâî ñ ýòèì ïðåäìå-
òîì. Çäåñü ìû äàäèì òîëüêî êðàòêîå íàïîìèíàíèå.
Ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n � ýòî ìíîæåñòâî M , íà êî-

òîðîì çàôèêñèðîâàíî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé C∞(M) (íàçûâàåìûõ
ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè íà M) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈M , ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî U ⊆M ,
ñîäåðæàùåå òî÷êó a, è íàáîð ôóíêöèé x1, . . . , xn ∈ C∞(M),
òàêèõ, ÷òî îòîáðàæåíèå

ϕ : U → Rn, ϕ(q) = (x1(q), . . . , xn(q)),

èíúåêòèâíî, ïðè÷åì ìíîæåñòâî ϕ(U) ⊆ Rn îòêðûòî. Ìíî-
æåñòâî U íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè
a, à ôóíêöèè x1, . . . , xn � ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè îêîëî
òî÷êè a. Ìû òðåáóåì, ÷òîáû îãðàíè÷åíèå ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ C∞(M) íà U ñîâïàäàëî áû ñ íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíê-
öèåé ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò, òî åñòü èìåëî áû âèä F ◦ ϕ, ãäå
F : ϕ(U) → R � ãëàäêàÿ (òî åñòü âñþäó áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
ðàç äèôôåðåíöèðóåìàÿ) ôóíêöèÿ.

(2) Åñëè ìíîãîîáðàçèå M ïîêðûòî êîîðäèíàòíûìè îêðåñòíî-
ñòÿìè, è îãðàíè÷åíèå íåêîòîðîé ôóíêöèè f : M → R íà
êàæäóþ êîîðäèíàòíóþ îêðåñòíîñòü ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíê-
öèåé îò ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò, òî f ∈ C∞(M).



40

Ïðîñòåéøèì è ãëàâíûì ïðèìåðîì ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñëó-
æèò ïðîñòðàíñòâî Rn, äëÿ êîòîðîãî C∞(Rn) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíî-
æåñòâî ôóíêöèé, âñþäó îïðåäåëåííûõ è áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç
äèôôåðåíöèðóåìûõ.
ÏóñòüM ⊂ Rn � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî. Ôóíêöèÿ f :M →

R íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè q ∈ M íàéäåòñÿ
îêðåñòíîñòü U òî÷êè q â Rn, òàêàÿ, ÷òî îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè f íà
M ∩ U ñîâïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèè íà
U .

Çàäà÷à 37. Ïóñòü M ⊂ Rn çàäàíî îäíèì óðàâíåíèåì F = 0, ãäå
F � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà Rn, òàêàÿ, ÷òî dF ̸= 0 íà M . Ïðîâåðüòå,
÷òî ãëàäêèå ôóíêöèè íàM , îïðåäåëåííûå âûøå, çàäàþò ñòðóêòóðó
ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà M .

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷å-
ñêèì ïðîñòðàíñòâîì, òî åñòü èìååò ñìûñë ãîâîðèòü îá îòêðûòûõ
è çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâàõ. Âî-ïåðâûõ, ïîíÿòèå îòêðûòîãî ïîä-
ìíîæåñòâà êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè ëåãêî îïðåäåëèòü: ýòî ïðîñòî
ïðîîáðàç ïðîèçâîëüíîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà â Rn ïðè îòîá-
ðàæåíèè, çàäàííîì ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòèìè. Òåïåðü ìû ñêàæåì,
÷òî ïîäìíîæåñòâî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ îòêðûòî, åñëè îòêðûòî
åãî ïåðåñå÷åíèå ñ ëþáîé êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòüþ.

Çàäà÷à 38. Ïðîâåðüòå âûïîëíåíèå àêñèîì òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà.

Ïîñêîëüêó ëþáîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷å-
ñêèì ïðîñòðàíñòâîì, èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î ñâÿçíûõ, êîìïàêòíûõ
è ò.ä. ìíîãîîáðàçèÿõ.
ÏóñòüM è N � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Îòîáðàæåíèå Φ :M → N

íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì, åñëè äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíê-
öèè f íà N , ôóíêöèÿ f ◦ Φ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé íà M .

Çàäà÷à 39. Ïóñòü a ∈ M è b = Φ(a) ∈ N . Ðàññìîòðèì ëîêàëü-
íûå êîîðäèíàòû x1, . . . , xn â îêðåñòíîñòè òî÷êè a è ëîêàëüíûå
êîîðäèíàòû y1, . . . , ym â îêðåñòíîñòè òî÷êè b. Òîãäà ñóùåñòâóþò
òàêèå ãëàäêèå ôóíêöèè ϕi, i = 1, . . . ,m, îïðåäåëåííûå â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè (x1(a), . . . , xn(a)) ∈ Rn, òàêèå, ÷òî

yi ◦ Φ = ϕi(x1, . . . , xn)

íà íåêîòîðîé êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a.

Çàäà÷à 40. Ïðîâåðüòå, ÷òî êîìïîçèöèÿ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿ-
åòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì.
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Äàäèì åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé. Ðàññìîò-
ðèì n-ìåðíûé òîð T n = Rn/Zn. Ôóíêöèþ f : Rn → R íàçîâåì Zn-
ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè f(q+a) = f(q) äëÿ ëþáûõ q ∈ Rn, a ∈ Zn. ßñíî,
÷òî ëþáàÿ ãëàäêàÿ Zn-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíöèÿ îïóñêàåòñÿ äî ôóíê-
öèè íà òîðå T n. Ïî îïðåäåëåíèþ, áóäåì ñ÷èòàòü ãëàäêèìè ôóíê-
öèÿìè íà òîðå êàê ðàç òå ôóíêöèè, êîòîðûå ïðèøëè èç ãëàäêèõ
Zn-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé íà Rn.
Íàêîíåö, ìîæíî îáîáùèòü íàø ïðèìåð, â êîòîðîì ìíîãîîáðàçèå

áûëî çàäàíî îäíèì óðàâíåíèåì â Rn. Ðàññìîðèì òåïåðü ìíîæåñòâî
M òî÷åê q ∈ Rn, çàäàííîå ñèñòåìîé óðàâíåíèé

f1(q) = · · · = fk(q) = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèôôåðåíöèàëû df1, . . . , dfk ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìû â êàæäîé òî÷êå x ∈ M . Òîãäà ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì
ìíîãîîáðàçèåì (ïîíÿòèå ãëàäêîé ôóíêöèè íà M óæå îïðåäåëåíî
âûøå).
Ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü âåêòîð v â Rn ñ êîîðäèíàòàìè

(v1, . . . , vn), îòëîæåííûé îò òî÷êè q ∈ Rn, è îïåðàòîð äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ âäîëü âåêòîðà v:

Lv : f 7→ Lvf(q) = lim
t→0

f(q + vt)− f(q)

t
.

Ýòîò îïåðàòîð ëèíååí íàä äåéñòâèòåíûìè ÷èñëàìè è óäîâëåòâîðÿ-
åò ïðàâèëó Ëåéáíèöà. Äèôôåðåíöèðîâàíèå âäîëü âåêòîðà v � ýòî
äèôôåðåíöèðîâàíèå âäîëü ëþáîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
q è òàêîé, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè êðèâîé â òî÷êå q ðàâåí v. Òî÷íåå,
÷òîáû ïîëó÷èòü Lvf , äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòü ôóíêöèþ f íà ëþáóþ
ãëàäêóþ ïàðàìåòðè÷åñêóþ êðèâóþ γ : (−ε, ε) → Rn, òàêóþ, ÷òî
γ(0) = q è γ̇(0) = v, à ïîòîì ïîñ÷èòàòü ïðîèçâîäíóþ îãðàíè÷åíèÿ
ïðè t = 0:

Lvf(q) =
d

dt
f(γ(t))|t=0.

Íà ëþáîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè, âåêòîðû òîæå ìîæíî îïðå-
äåëÿòü êàê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. À èìåííî, âåêòîð X, êàñàòåëü-
íûé ê ìíîãîîáðàçèþ M â òî÷êå q, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíêöèîíàë
X : C∞(M) → R ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) X(αf +βg) = αXf +βXg äëÿ âñÿêèõ f, g ∈ C∞(M) è α, β ∈
R (ëèíåéíîñòü íàä äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè),

(2) X(fg) = f(a)Xg + g(a)Xf (ïðàâèëî Ëåéáíèöà).

Óñòàíîâèì íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà âåêòîðîâ:

(1) X(1) = 0, òî åñòü ïðîèçâîäíàÿ ïîñòîÿííîé ôóíêöèè, òîæäå-
ñòâåííî ðàâíîé åäèíèöå, âäîëü ëþáîãî âåêòîðà ðàâíà íóëþ.
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Â ñàìîì äåëå, èìååì:

X(1) = X(1 · 1) = 1 ·X(1) + 1 ·X(1) = 2X(1).

(2) X(c) = 0 äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû c. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî âûòå-
êàåò èç ëèíåéíîñòè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

(3) Ïóñòü ϕ, ψ ∈ C∞(M) � òàêèå ôóíêöèè, ÷òî ϕ(q) = ψ(q) = 0.
Òîãäà X(ϕψ) = 0. Äåéñòâèòåëüíî,

X(ϕψ) = ϕ(q)Xψ + ψ(q)Xϕ = 0.

(4) Ïóñòü ϕ ∈ C∞(M) òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè q. Òîãäà Xϕ = 0. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîò-
ðèì ãëàäêóþ ôóíêöèþ ψ, ðàâíóþ íóëþ â òî÷êå q è òîæäå-
ñòâåííî ðàâíóþ åäèíèöå âíå îêðåñòíîñòè òî÷êè q, â êîòîðîé
ϕ = 0. (Â êóðñå àíàëèçà ó÷àò ñòðîèòü ïðèìåðû òàêèõ ôóíê-
öèé; ìû íå áóäåì ïîâòîðÿòü ýòè ïðèìåðû). Òîãäà ϕ = ϕψ.
Ñëåäîâàòåëüíî, Xϕ = 0.

(5) Åñëè ôóíêöèÿ ϕ ∈ C∞(M) ïîñòîÿííà â íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè q, òî Xϕ = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ ϕ − ϕ(0)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ ëåììîé Àäàìàðà:

Òåîðåìà 10. Ïóñòü U � îòêðûòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî â
Rn, ñîäåðæàùåå íà÷àëî êîîðäèíàò, à f ∈ C∞(U). Òîãäà

f(x1, . . . , xn) = f(0, . . . , 0) +
n∑

i=1

xigi(x1, . . . , xn),

ãäå gi � íåêîòîðûå ãëàäêèå ôóíêöèè íà U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

f(x)− f(0) =

∫ 1

0

f(tx)

dt
dt =

∫ 1

0

n∑
i=1

xi
∂f

∂xi
(tx) dt =

n∑
i=1

xigi(x),

ãäå gi(x) =
∫ 1

0
∂f
∂xi

(tx) dt. �

Òåîðåìà 11. Ðàññìîðèì ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå M è âåêòîðíîå ïî-
ëå X íà M . Ïóñòü q ∈ M , à (x1, . . . , xn) � ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà
êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè òî÷êè q, òàêàÿ, ÷òî xi(q) = 0. Ïóñòü
Xxi = αi. Òîãäà

Xf =
n∑

i=1

αi
∂f

∂xi
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî M = Rn, q = 0 è f(0) =
0. Òîãäà, ïî ëåììå Àäàìàðà, f =

∑
xigi äëÿ íåêîòîðûõ ãëàäêèõ

ôóíêöèé gi. Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ∂f
∂xi

(0) = gi(0).
Èìååì:

Xf =
n∑

i=1

X(xi)gi(0) =
n∑

i=1

αi
∂f

∂xi
(0).

�

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî TqM âñåõ âåêòîðîâ â ôèêñèðî-
âàííîé òî÷êå q ìíîãîîáðàçèÿ M îáðàçóåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
ðàçìåðíîñòè n. Â ñàìîì äåëå, êàê âèäíî èç äîêàçàííîé âûøå òåîðå-
ìû, êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå q ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè
êîîðäèíàòàìè α1, . . . , αn, ïðè÷åì îòîáðàæåíèå TqM → Rn, ñîïî-
ñòàâëÿþùåå êàæäîìó âåêòîðó åãî êîîðäèíàòû â äàííîé ëîêàëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò, ëèíåéíî. Ïðîñòðàíñòâî TqM íàçûâàåòñÿ êàñà-
òåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê M â òî÷êå q.
Ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîãîîáðàçèè M çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå X, åñëè

äëÿ êàæäîé òî÷êè q ∈ M îïðåäåëåí âåêòîð Xq ∈ TqM . Âåêòîðíîå
ïîëå íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè â ëþáîé ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò (x1, . . . , xn) èìååì Xf =

∑n
i=1 αi(x)

∂f
∂xi

äëÿ ëþáîé ãëàäêîé

ôóíêöèè f , ãäå αi(x) = αi(x1, . . . , xn) � ãëàäêèå ôóíêöèè îò êîîð-
äèíàò, íå çàâèñÿùèå îò âûáîðà ôóíêöèè f . Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò

X =
n∑

i=1

αi
∂

∂xi
.

Íà ñàìîì äåëå, âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåêòîðíîå ïî-
ëå X èìååò òàêîé âèä â êàæäîé ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, äî-
ñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå èìååò òàêîé âèä õîòÿ
áû â îäíîé ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Êîîðäèíàòû (èëè êîì-
ïîíåíòû) âåêòîðíîãî ïîëÿ (òî åñòü ôóíêöèè αi) â äðóãîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò ìîãóò áûòü äðóãèìè, íî åñëè ýòè ôóíêöèè áûëè ãëàä-
êèìè, òî îíè è îñòàíóòñÿ ãëàäêèìè.
Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîä âåêòîðíûìè ïîëÿìè ìû áóäåì èìåòü â

âèäó ãëàäêèå âåêòîðíûå ïîëÿ.

Çàäà÷à 41. Êàê ïðåîáðàçóþòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ
ïðè èçìåíåíèè ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò? Îòâåò: Åñëè
(x1, . . . , xn) è (y1, . . . , yn) � äâå ðàçíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò, è

X =
∑

αi(x)
∂

∂xi
=
∑

βj(y)
∂

∂yj
,
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òî

βi(y) =
∑
k

αk(x)
∂yi
∂xk

.

Ýòî âûòåêàåò èç ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè.

Äðóãîå (ýêâèâàëåíòíîå) îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå � ýòî ãëàäêèé ëèíåéíûé äèô-
ôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî åñòü îòîáðàæåíèå
A : C∞ → C∞, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) ëèíåéíîñòü: A(αf + βg) = αA(f) + βA(g),
(2) ïðàâèëî Ëåéáíèöà: A(fg) = (Af)g + f(Ag).

Âåêòîðíîå ïîëå X â ñìûñëå ïåðâîãî îïðåäåëåíèÿ çàäàåò äèôôå-
ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð A ïî ôîðìóëå A(f) = g, ãäå g(q) = Xqf .

Çàäà÷à 42. Äîêàæèòå ýêâèâàåëíòíîñòü ýòèõ äâóõ îïðåäåëåíèé.

Âåêòîðíûå ïîëÿ èìåþò òàêîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Ïóñòü gt :
M → M � ãëàäêîå ñåìåéñòâî ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé, òî åñòü îòîá-
ðàæåíèå (−ε, ε)×M →M , çàäàííîå ôîðìóëîé (t, a) 7→ gta, ãëàäêî.
Ñåìåéñòâî âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé gt ìîæíî ïðåäñòàâ-
ëÿòü ñåáå ôèçè÷åñêè êàê äâèæåíèå ñïëîøíîé ñðåäû: ÷àñòèöà ñðå-
äû, êîòîðàÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 íàõîäèëàñü â òî÷êå g0(x),
â ìîìåíò âðåìåíè t íàõîäèòñÿ â òî÷êå gt(x). Êàæäîå ãëàäêîå ñå-
ìåéñòâî ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé gt çàäàåò âåêòîðíîå ïîëå X, êîòîðîå
äåéñòâóåò íà ôóíêöèè ïî ôîðìóëå

Xf(x) =
d

dt
f(gt(x)) |t=0 .

Ôèçè÷åñêè, âåêòîð Xq ðàâåí âåêòîðó ñêîðîñòè ÷àñòèöû ñðåäû, íà-
õîäÿùåéñÿ â ìîìåíò t = 0 â òî÷êå q.
Âåðíî è îáðàòîíîå: âñÿêîå ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå ïîëó÷àåòñÿ èç

ýòîé êîíñòðóêöèè. Ýòîò ôàêò âûòåêàåò èç ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðå-
ìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, êîòîðàÿ îáñóæäàëàñü â êóðñå
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâåíèé. Ìû íàïîìíèì ôîð-
ìóëèðîâêó ýòîé òåîðåìû, óäîáíóþ äëÿ íàøèõ öåëåé:

Òåîðåìà 12 (Òåîðåìà Ñóùåñòâîâàíèÿ è Åäèíñòâåííîñòè). Ðàñ-
ñìîòðèì ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå A íà ìíîãîîáðàçèè M . Äëÿ âñÿ-
êîé òî÷êè q ∈ M íàéäåòñÿ ε > 0 è åäèíñòâåííûé ïóòü t 7→ gt(q)
îïðåäåëåííûé äëÿ âñåõ t ∈ (−ε, ε), òàêîé, ÷òî

d

dt
f(gt(q)) = Af(gt(q)).

Ýòè ïóòè âêëþ÷àþòñÿ â ãëàäêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé gt :
U →M , ãäå U � íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè q.
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Çàäà÷à 43. Ïóñòü t, s, t + s ∈ (−ε, ε). Òîãäà gt ◦ gs = gt+s òàì, ãäå
îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà îïðåäåëåíû.

Óêàçàíèå: ýòî âûòåêàåò èç òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè.
Ðåøåíèå: â ñàìîì äåëå, ïî îïðåäåëåíèþ ïóòè gt(gs(q)) (âûõîäÿ-

ùåãî èç òî÷êè gs(q)), èìååì

d

dt
f(gt(gs(q))) = Af(gt ◦ gs(q)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïî îïðåäåëåíèþ ïóòè gt(q) (âûõîäÿùåãî èç
òî÷êè q), èìååì

d

dt
f(gt+s(q))) = Af(gt+s(q)).

Ìû ïîëó÷èëè äâà ïóòè

t 7→ gt(gs(q)), t 7→ gt+s(q),

ïðîõîäÿùèõ ïðè t = 0 ÷åðåç îäíó è òó æå òî÷êó gs(q) è êàñàòåëüíûõ
ê îäíîìó è òîìó æå âåêòîðíîìó ïîëþ A. Èç òåîðåìû åäèíñòâåííî-
ñòè âûòåêàåò, ÷òî ýòè äâà ïóòè ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà 13. Ïóñòü M êîìïàêòíî, à A � ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå
íà M . Òîãäà ñóùåñòâóåò ãëàäêîå îòîáðàæåíèå R×M → M , q 7→
gt(q), òàêîå, ÷òî

d

dt
f(gt(q)) = Af(gt(q))

äëÿ âñÿêîé ãëàäêîé ôóíêöèè f íà M . Îòîáðàæåíèÿ gt : M → M
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ gt ◦ gs = gt+s.

Ëîêàëüíûé âàðèàíò ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â òåîðåìå
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè. ×òîáû äîêàçàòü òåîðåìó, äîñòà-
òî÷íî, ïîëüçóÿñü êîìïàêòíîñòüþ, ïîêðûòü ìíîãîîáðàçèå êîíå÷íûì
÷èñëîì îêðåñòíîñòåé, â êîòîðûõ ëîêàëüíîå óòâåðæäåíèå âûïîëíå-
íî. Ñåìåéñòâî ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé gt : M → M , t ∈ R ñî ñâîé-
ñòâîì gt+s = gt ◦ gs íàçûâàåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïîé äèô-
ôåîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿM . Âîîáùå, äèôôåîìîðôèçìîì ìíî-
ãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ òàêîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå g : M → M ,
îáðàòíîå ê êîòîðîìó òîæå ãëàäêîå. Îäïîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà
äèôôåîìîðôèçìîâ äåéñòâèòåëüíî ñîñòîèò èç äèôôåîìîðôèçìîâ,
ïîñêîëüêó (gt)−1 = g−t. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó äèôôåîìîð-
ôèçìîâ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì òåîðåìû 13, ìû áóäåì íàçû-
âàòü ïîòîêîì, ïîðîæäåííûì âåêòîðíûì ïîëåì A.
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Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, ìîæíî äóìàòü ïðî âåêòîðíûå ïîëÿ íà M
êàê ïðî ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïåðâîãî ïîðÿä-
êà C∞(M) → C∞(M). Ó òàêèõ îïåðàòîðîâ ìîæíî áðàòü êîìïî-
çèöèè, êîòîðûå óæå íå áóäóò ïðåäñòàâëÿòüñÿ âåêòîðíûìè ïîëÿìè.
Îïðåäåëèì ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîðÿäêà ≤ n
êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ îïåðàòîðîâ âèäà A1 ◦ · · · ◦An, ãäå Ai �
âåêòîðíûå ïîëÿ. Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ, ëèíåéíûé äèôôå-
ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ìîæåò äåéñòâîâàòü íà ãëàäêèå ôóíêöèè. Â
ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, ýòî äåéñòâèå ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè íåêîòîðûõ (êðàòíûõ) ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Êîýôôèöèåíòàìè â ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ìîãóò ñëóæèòü ëþ-
áûå ãëàäêèå ôóíêöèè.
Ïîêà äëÿ íàñ âàæíû òîëüêî îïåðàòîðû ïåðâîãî è âòîðîãî ïî-

ðÿäêîâ. Ïóñòü D � îïåðàòîð ïîðÿäêà íå âûøå 2. Îïðåäåëèì êâàä-
ðàòè÷íûé ñèìâîë σ2(D)q â òî÷êå q ∈ M . Ýòî ýëåìåíò âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà Sym2(TqM), ïîðîæäåííîãî ôîðìàëüíûìè ïðîèçâåäå-
íèÿìè ïàð êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ â òî÷êå q. Ôîðìàëüíûå ïðîèçâåäå-
íèÿ ïîä÷èíåíû ñîîòíîøåíèÿì êîììóòàòèâíîñòè, òî åñòü v ·w = w ·v
äëÿ ëþáûõ v, w ∈ TqM . Âñÿêèé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Sym2(TqM)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè òàêèõ ïðîèçâåäå-
íèé. Ìîæíî îòîæäåñòâèòü ïðîñòðàíñòâî Sym2(TqM) ñ ïðîñòðàí-
ñòâîì âñåõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì íà êîêàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå
T ∗
qM . Ýëåìåíò σ2(D)q ∈ Sym2(TqM) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîð-

ìóëîé

σ2(A1 ◦B1 + · · ·+ Am ◦Bm)q = A1,q ·B1,q + · · ·+ Am,q ·Bm,q.

Çäåñü, íàïðèìåð, A1,q � ýòî âåêòîð èç TqM , ïðèíàäëåæàùèé âåê-
òîðíîìó ïîëþ A1.

Òåîðåìà 14. Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òî åñòü åñëè D = A1 ◦
B1 + · · ·+ Am ◦Bm = 0, òî σ2(D) = 0 âî âñåõ òî÷êàõ.

Ýòî óòâåðæäåíèå íåòðóäíî ïðîâåðèòü â êîîðäèíàòàõ (çàäà÷à:
ïðîâåðüòå!).
Ïóñòü A è B � äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ. Îïðåäåëèì èõ êîììóòàòîð

ôîðìóëîé

[A,B] = A ◦B −B ◦ A.
Ëåâàÿ ÷àñòü âûãëÿäèò êàê äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî
ïîðÿäêà. Îäíàêî σ2(A ◦ B − B ◦ A) = A · B − B · A = 0, ïîñêîëüêó
ïðîèçâåäåíèå â Sym2 êîììóòàòèâíî (âîîáùå-òî ýòî ïðîñòî íàó÷-
íûé ñïîñîá ñîñëàòüñÿ íà òî, ÷òî ñìåøàííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ðàâíû). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî A ◦ B − B ◦ A � ýòî íà ñàìîì äåëå
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îïåðàòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà, à íå âòîðîãî, êàê ìîæíî áûëî áû ïîäó-
ìàòü. Íî ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïåðâîãî ïîðÿäêà
� ýòî âåêòîðíûå ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì, êîììóòàòîð äâóõ âåêòîðíûõ
ïîëåé ñíîâà ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì.

Çàäà÷à 44. Íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè x è y, íàéäèòå êîììóòàòîð
âåêòîðíûõ ïîëåé ∂

∂x
è x ∂

∂y
.

Çàäà÷à 45. Äîêàæèòå, ÷òî êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé ïîä÷èíÿ-
åòñÿ ñëåäóþùèì òîæäåñòâàì:

• [A,B] = −[B,A],
• [A,B + C] = [A,B] + [A,C],
• [A, fB] = (Af)B + f [A,B] äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè f
(ïðàâèëî Ëåéáíèöà),

• [A, [B,C]] = [[A,B], C] + [B, [A,C]] (òîæäåñòâî ßêîáè)

(Òîæäåñòâî ßêîáè ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëîì Ëåéáíèöà îòíîñèòåëüíî êîì-
ìóòàòîðà).

7. Ëåêöèÿ: äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à Vect(M) � ïðîñòðàíñòâî
âñåõ ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà M . Îïðåäåëèì (ãëàäêóþ) (äèô-
ôåðåíöèàëüíóþ) 1-ôîðìó íà M êàê îòîáðàæåíèå α : Vect(M) →
C∞(M), óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì

α(fX) = fα(X), α(X + Y ) = α(X) + α(Y )

äëÿ ëþáûõ ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y è ëþáîé ôóíêöèè f ∈
C∞(M).

Çàäà÷à 46. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå X ∈ Vect(M) è 1-ôîðìó α.
Äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèå α(X)q ôóíêöèè α(X) â òî÷êå q ∈ M çà-
âèñèò òîëüêî α è îò âåêòîðà Xq (ò.å. âåêòîðà â òî÷êå q, ïðèíàäëå-
æàùåãî âåêòîðíîìó ïîëþ X), íî íå çàâèñèò îò, òîãî, êàê âûãëÿäèò
ïîëå X â îñòàëüíûõ òî÷êàõ.

Ìîæíî äàòü ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå 1-ôîðìû. Ïóñòü äëÿ âñÿ-
êîé òî÷êè q ∈M çàäàí ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà êàñàòåëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå TqM â òî÷êå M , ïðè÷åì ýòîò ôóíêöèîíàë çàâèñèò ãëàä-
êî îò òî÷êè q (÷òî çíà÷èò ãëàäêàÿ çàâèñèìîñòü îò òî÷êè, íóæíî
óòî÷íèòü � óòî÷íèòå!). Òîãäà çàäàíà äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà
α, òàêàÿ ÷òî ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû lq : Tq → R, î êîòîðûõ øëà
ðå÷ü, èìåþò âèä lq(Xq) = α(X)q (÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü áûëà îïðå-
äåëåíà, íóæíî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïðîäîëæèòü âåêòîð Xq äî
ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X íà M).
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Çàäà÷à 47. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé êàñàòåëüíûé âåêòîð (â ëþáîé òî÷-
êå ìíîãîîáðàçèÿ M) ìîæíî âêëþ÷èòü â íåêîòîðîå ãëàäêîå âåêòîð-
íîå ïîëå íà M .

Ïóñòü (x1, . . . , xn) � ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ìíîãîîá-
ðàçèè M . Íàïîìíèì, ÷òî êàæäàÿ èç êîîðäèíàò xi � ýòî ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå U ìíîãîîáðàçèÿ
M . Äëÿ 1-ôîðìû α ïîëîæèì

αi(q) = α(
∂

∂xi
).

Ýòî ðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ αi íà U .
Ôóíêöèè α1, . . . , αn íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè 1-ôîðìû α îòíîñè-
òåëüíî äàííîé ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îïðåäåëèì 1-ôîðìó
dxi íà U ïðè ïîìîùè ôîðìóëû

dxi(A) = Ai.

Çäåñü A � ýòî ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà U , êîòîðîå
â äàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàïèñûâàåòñÿ êàê A1

∂
∂x1

+ · · ·+An
∂

∂xn
.

Çàäà÷à 48. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ãëàäêàÿ 1-ôîðìà íà U çàïèñûâà-
åòñÿ â âèäå

α =
n∑

i=1

αi dxi.

Ãëàäêèå 1-ôîðìû ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ïî ãëàäêèì êðèâûì.
Ðàññìîòðèì ãëàäêîå îòîáðàæåíèå γ : [0, 1] →M . Òîãäà äëÿ âñÿêîãî
t ∈ [0, 1], îïðåäåëåí âåêòîð ñêîðîñòè γ̇(t) ∈ Tγ(t)M . Åñëè íà ìíîãî-
îáðàçèè M çàäàíà 1-ôîðìà α, òî ýòó ôîðìó ìîæíî ïðèìåíèòü ê
êàæäîìó èç âåêòîðîâ γ̇(t), è ïîëó÷èòü òåì ñàìûì ãëàäêóþ ôóíê-
öèþ îò t. Ýòó ôóíêöèþ, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü
ïî îòðåçêó [0, 1]. Ïîëó÷åííûé èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì îò
ôîðìû α ïî ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé γ:∫

γ

α =

∫ 1

0

α(γ̇(t))dt.

Íà ñàìîì äåëå, âàæíà íå ïàðàìåòðèçàöèÿ, à òîëüêî îðèåíòàöèÿ
êðèâîé: åñëè ìû ñäåëàåì ãëàäêóþ çàìåíó ïàðàìåòðà íà êðèâîé,
ïðè êîòîðîé îðèåíòàöèÿ íå ïîìåíÿåòñÿ, òî èíòåãðàë îò äèôôåðåí-
öèàëüíîé 1-ôîðìû òîæå ñîõðàíèòñÿ. À åñëè îðèåíòàöèÿ ïîìåíÿåò-
ñÿ, òî èíòåãðàë ïîìåíÿåò çíàê.

Çàäà÷à 49. Äîêàæèòå ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ.
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Äëÿ âñÿêîé ãëàäêîé ôóíêöèè f íà ìíîãîîáðàçèè M , îïðåäåëåíà
1-ôîðìà df ïî ôîðìóëå:

df(A) = Af.

Ýòà ôîðìà íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f . Îïåðàöèÿ âçÿ-
òèÿ äèôôåðåíöèàëà óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëó Ëåéáíèöà

d(fg) = g df + f dg.

Îïðåäåëèì òåïåðü (ãëàäêóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ) 2-ôîðìó. Ýòî
îòîáðàæåíèå α èçVect(M)×Vect(M) (ò.å. èç ïàð ãëàäêèõ âåêòîðíûõ
ïîëåé) â C∞(M) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

α(X, Y ) = −α(Y,X), α(X, Y + Z) = α(X,Y ) + α(X,Z),

α(X, fY ) = fα(X, Y )

äëÿ ëþáûõ ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y , Z è ëþáîé ãëàäêîé
ôóíêöèè f .
Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå 1-ôîðì, èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î çíà÷åíèè

2-ôîðìû íà ïàðå âåêòîðîâ, îòëîæåííûõ â îäíîé è òîé æå òî÷êå, ò.å.
ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó è òîìó æå êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó. Ýòî
çíà÷åíèå íå çàâèñèò îò òîãî, êàê ìû ýòè âåêòîðû ïðîäîëæèì äî
ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà âñåì ìíîãîîáðàçèè.
Åñëè äàíû äâå 1-ôîðìû α è β, òî îïðåäåëåíî èõ âíåøíåå ïðîèç-

âåäåíèå α∧ β, ÿâëÿþùååñÿ 2-ôîðìîé. Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå îïðå-
äåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

α ∧ β(A,B) = α(A)β(B)− α(B)β(A).

Çàäà÷à 50. Ïðîâåðüòå, ÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ îò ïàð âåê-
òîðíûõ ïîëåé äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ 2-ôîðìîé.

Åñëè (x1, . . . , xn) � ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ìíîãîîáðà-
çèèM , òî ëþáàÿ 2-ôîðìà α çàïèñûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ýòîé ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α =
n∑

i,j=1

αi,jdxi ∧ dxj.

Çäåñü αi,j � íåêîòîðûå ãëàäêèå ôóíêöèè, íàçûâàåìûå êîýôôèöèåí-
òàìè ôîðìû α îòíîñèòåëüíî äàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Êîýôôè-
öèåíòû 2-ôîðìû α ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå αi,j = α( ∂

∂xi
, ∂
∂xj

).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî αi,j = −αj,i.

Çàäà÷à 51. Äîêàæèòå ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ.
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Ñ êàæäîé ãëàäêîé 1-ôîðìîé β ñâÿçàíà ãëàäêàÿ 1-ôîðìà dβ, íà-
çûâàåìàÿ äèôôåðåíöèàëîì ôîðìû β. Äèôôåðåíöèàë îïðåäåëÿåò-
ñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

dβ(A,B) = Aβ(B)−Bβ(A)− β([A,B]).

Çàäà÷à 52. Äîêàæèòå, ÷òî dα äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ 2-ôîðìîé.

Âïðî÷åì, ïðèâåäåííîå àëãåáðàè÷åñêîå îïðåäåëåíèå äèôôåðåí-
öèàëà íå ïðîÿñíÿåò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî ïîíÿòèÿ. Ãîâîðÿ
íåôîðìàëüíî, ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîñòîèò âîò â ÷åì. Ïàðà êàñà-
òåëüíûõ âåêòîðîâ, îòëîæåííûõ â îäíîé è òîé æå òî÷êå, îïðåäåëÿåò
ïàðàëëåëîãðàìì â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Êàê âèäíî èç îïðåäå-
ëåíèÿ, çíà÷åíèå 2-ôîðìû íà ïàðå âåêòîðîâ çàâèñèò îò îðèåíòàöèè
è ïëîùàäè ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà, íî íå îò åãî ôîðìû (ïîä îðèåí-
òàöèåé ìû ïîíèìàåì òî, â êàêîé ïëîñêîñòè ëåæèò ïàðàëëåëîãðàìì,
è êàê îí îðèåíòèðîâàí â ýòîé ïëîñêîñòè, òî åñòü êàêîâî íàïðàâëå-
íèå îáõîäà îò ïåðâîãî âåêòîðà êî âòîðîìó). Ïðî ïàðàëëåëîãðàìì â
êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî äóìàòü (ýòî íå ñîâñåì êîððåêò-
íî, íî ïîëåçíî) êàê ïðî áåñêîíå÷íî ìàëóþ îðèåíòèðîâàííóþ äâó-
ìåðíóþ ïëîùàäêó â ìíîãîîáðàçèè. Òàêèì îáðàçîì, ïðî 2-ôîðìó
ìîæíî äóìàòü êàê ïðî íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî âèäà ôóíêöèþ íà
áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïëîùàäêàõ. Ïðîèíòåãðèðóåì ôîðìó α ïî ãðàíè-
öå ïëîùàäêè. Ïîëó÷èòñÿ ôóíêöèÿ îò áåñêîíå÷î ìàëîé ïëîùàäêè,
êîòîðàÿ è ñîâïàäàåò ñ äèôôåðåíöèàëüíîé 2-ôîðìîé dα. ×ëåí ñ
êîììóòàòîðîì � ýòî ïîïðàâî÷íûé ÷ëåí, îòâåòñòâåííûé çà ðàçíè-
öó ìåæäó ìàëîé ïëîùàäêîé â ìíîãîîáðàçèè è ïàðàëëåëîãðàììîì
â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå.
Äèôôåðåíöèàëüíûå 2-ôîðìû ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ïî äâóìåð-

íûì ïîâåðõíîñòÿì. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ãëàäêóþ ïàðàìåòðè÷åñêóþ
ïîâåðõíîñòü Γ : W 7→ M , ãäå W � îáëàñòü íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäè-
íàòàìè (u, v). Èíòåãðàë ïî ýòîé ïîâåðõíîñòè îò ôîðìû α îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:∫

Γ

α =

∫
W

α(
∂Γ

∂u
,
∂Γ

∂v
) du dv.

Íà ñàìîì äåëå, èíòåãðàë íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè, à çàâè-
ñèò òîëüêî îò îðèåíòàöèè ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè. Ìû ðàññìîòðå-
ëè ñëó÷àé, êîãäà ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïëîñêîé îáëàñòè
ïðè íåêîòîðîì ãëàäêîì îòîáðàæåíèè. Íà ñàìîì äåëå, íàì ïîíà-
äîáÿòñÿ ïîâåðõíîñòè áîëåå îáùåãî âèäà, êîòîðûå ìîæíî ñêëåèòü
èç íåñêîëüêèõ òàêèõ êóñêîâ. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðî-
èçâîëüíîå îáúåäèíåíèå âûïóêëûõ îðèåíòðèðîâàííûõ ìíîãîóãîëü-
íèêîâ (ëåæàùåå â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè), è íà
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êàæäîì èç ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ îïðåäåëèòü ãëàäêîå îòîáðàæåíèå
â ìíîãîîáðàçèå M . Äîïóñòèì, ÷òî ýòè îòîáðàæåíèÿ ñîãëàñîâàíû
íà ïåðåñå÷åíèÿõ. Òîãäà òàêîé íàáîð äàííûõ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé
äâóìåðíîé öåïüþ. Èíòåãðàë îò α ïî ãëàäêîé äâóìåðíîé öåïè îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê ñóììà èíòåãðàëîâ ïî îòäåëüíûì ìíîãîóãîëüíèêàì.
Ãðàíèöà ∂Γ îðèåíòèðîâàííîé äâóìåðíîé öåïè Γ ÿâëÿåòñÿ îðèåí-

òèðîâàííîé 1-ìåðíîé öåïüþ, òî åñòü êîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì ãëàä-
êèõ êðèâûõ. Îðèåíòàöèÿ íà êàæäîé ãðàíè÷íîé êðèâîé âûáèðàåòñÿ
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè îáõîäå êðèâîé â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè, ïîâåðõíîñòü âñå âðåìÿ îñòàâàëàñü ñëåâà (ëåâî è ïðàâî îïðå-
äåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îðèåíòàöèåé ïîâåðõíîñòè). Èíòåãðàë îò
1-ôîðìû ïî ∂Γ ìîæíî ñâÿçàòü ñ èíòåãðàëîì îò äèôôåðåíöèàëà
ýòîé ôîðìû ïî Γ. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû Ñòîêñà:∫

∂Γ

α =

∫
Γ

dα.

Ìû ïðèìåì ôîðìóëó Ñòîêñà áåç äîêàçàòåëüñòâà. Äîêàçàòåëüñòâî
ôîðìóëû Ñòîêñà ïðèâîäèòñÿ â êóðñå àíàëèçà èëè â êóðñå äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.
Äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà α íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè dα =

0, è òî÷íîé, åñëè α ñîâïàäàåò ñ äèôôåðåíöèàëîì íåêîòîðîé ãëàä-
êîé ôóíêöèè. Â ïðîñòðàíñòâå Rn, ëþáàÿ çàìêíóòàÿ 1-ôîðìà òî÷íà.
Â ñàìîì äåëå, çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ íà÷àëüíóþ òî÷êó q0, è
ðàññìîòðèì èíòåãðàë

f(q) =

∫ q

q0

α

Ýòîò èíòåãðàë íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êó q0
ñ òî÷êîé q. Â ñàìîì äåëå, åñëè ìû ðàññìîòðèì äâà ðàçíûõ ïóòè
γ0 è γ1, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êó q0 ñ òî÷êîé q, òî îáúåäèíåíèå ýòèõ
ïóòåé ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè, è, êàê âûòåêàåò
èç ôîðìóëû Ñòîêñà, èíòåãðàë îò α ïî îáúåäèíåíèþ γ0 ∪ γ1 ðàâåí
íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, f(q) íå çàâèñèò îò ïóòè. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
÷òî df = α.
Ïî àíàëîãèè ñ 2-ôîðìàìè, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü (ãëàäêèå äèô-

ôåðåíöèàëüíûå) 3-ôîðìû íà ìíîãîîáðàçèè M êàê îòîáðàæåíèÿ

α : Vect(M)× Vect(M)× Vect(M) → C∞(M),

ëèíåéíûå ïî êàæäîìó àðãóìåíòó íàä C∞(M) è êîñîñèììåòðè÷íûå
îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè àðãóìåíòîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþ-
áûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X1, X2, X3, Y1, ïåðåñòàíîâêè σ íà ìíîæåñòâå
{1, 2, 3}, è ãëàäêîé ôóíêöèè f , èìååì

α(Xσ(1), Xσ(2), Xσ(3)) = sign(σ)α(X1, X2, X3),
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α(X1 + Y1, X2, X3) = α(X1, X2, X3) + α(Y1, X2, X3),

α(fX1, X2, X3) = fα(X1, X2, X3).

Äëÿ ëþáîé 2-ôîðìû β, îïðåäåëåí äèôôåðåíöèàë

dβ(X,Y, Z) = Xβ(Y, Z) + Y β(Z,X) + Zβ(X, Y )−
−β([X, Y ], Z)− β([Y, Z], X)− β([Z,X], Y ).

Çàìåòüòå, ÷òî âñåñòå ñ êàæäûì ñëàãàåìûì, â ýòó ôîðìóëó âõîäÿò
è âñå ÷ëåíû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç äàííîãî öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé
âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y , Z. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî çàïîìíèòü òîëüêî
äâà ñëàãàåìûõ: Xβ(Y, Z) è −β([X, Y ], Z); îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ èç
ýòèõ öèêëè÷åñêèìè ïåðåñòàíîâêàìè. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü íåïîñðåä-
ñòâåííî, ÷òî äèôôåðåíöèàë âñÿêîé 2-ôîðìû ÿâëÿåòñÿ 3-ôîðìîé.
Íàèáîëåå ñîäåðæàòåëüíàÿ ÷àñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òî äèôôåðåíöèàë 2-ôîðìû ëèíååí îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà
ãëàäêóþ ôóíêöèþ.

8. Ëåêöèÿ: ñèìïëåêòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ

Cèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà ìíîãîîáðàçèèM � ýòî 2-ôîðìà
ω íà M ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) ôîðìà ω çàìêíóòà, ò.å. dω = 0,
(2) ôîðàì ω íåâûðîæäåííà, ò.å. äëÿ êàæäîé 1-ôîðìû α íà

M , ñóùåñòâóåò òàêîå âåêòîðíîå ïîëå X íà M , ÷òî α(Y ) =
ω(Y,X) äëÿ âñÿêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Y íà M .

Âòîðîå óñëîâèå ýêâèâàåëíòíî òîìó, ÷òî îãðàíè÷åíèå ôîðìû ω íà
êàæäîå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê M ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé
áèëèíåéíîé ôîðìû (íåâûðîæäåííîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå òåîðèè
áèëèíåéíûõ ôîðì).

Çàäà÷à 53. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå X èç óñëîâèÿ (2) åäèí-
ñòâåííî.

Ìû ïîëó÷àåì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç 1-ôîðì â âåêòîðíûå ïî-
ëÿ, êîòîðîå êàæäîé 1-ôîðìå α ñîïîñòàâëÿåò âåêòîðíîå ïîëå X íà
M , òàêîå, ÷òî α(Y ) = ω(Y,X) äëÿ âñÿêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Y íà
M . Îáîçíà÷èì ýòî îòîáðàæåíèå ÷åðåç I.
Ïóñòü H � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè M . Âåêòîðíîå ïî-

ëå XH = I(dH) íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì âåêòîðíûì ïîëåì, ñî-
îòâåòñòâóþùèì ãàìèëüòîíèàíó H. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïî îïðåäå-
ëåíèþ, XH � ýòî åäèíñòâåííîå âåêòîðíîå ïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå
òîæäåñòâó

dH(Y ) = ω(Y,XH)

äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Y íà M .
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî R2n ñ êîîðäè-
íàòàìè p1, . . . , pn, q1, . . . , qn. Ôîðìà

ω =
n∑

i=1

dpi ∧ dqi

ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íà ìíîãîîáðàçèè M . Ýòà
ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé ñèìïëåêòè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðîé íà R2n. Ïîñìîòðèì, êàê âûãëàäèò ãàìèëüòîíîâî
âåêòîðíîå ïîëå, ñîîòâåòñòâóþùåå ãàìèëüòîíèàíó H. Èìååì

dH(Y ) =
n∑

i=1

∂H

∂pi
dpi(Y ) +

n∑
i=1

∂H

∂qi
dqi(Y ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ω(X, Y ) =
n∑

i=1

(dpi(X)dqi(Y )− dqi(X)dpi(Y )).

Åñëè X = XH , òî ìû ïîëæíû èìåòü dH(Y ) = −ω(X, Y ) äëÿ âñåõ
Y . Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëà dpi(Y ) è dqi(Y ) ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê
íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå. Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ýòèõ
ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåì

dpi(X) = −∂H
∂qi

, dqi(X) =
∂H

∂pi
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, çà-
äàííàÿ âåêòîðíûì ïîëåì X, èìååò âèä

ṗi = −∂H
∂qi

, q̇i =
∂H

∂pi
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñòàíäàðòíûé âèä ñèñòåìû óðàâíå-
íèé Ãàìèëüòîíà, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé (íî íå åäèíñòâåííîé) ìî-
òèâèðîâêîé ââåäåííûõ âûøå îáùèõ ïîíÿòèé. Ìû îáñóäèì äðóãèå
ïðèìåðû ñèìïëåêñè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïîçæå.
Ïóñòü XH � ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå, ñîîòâåòñòâóþùåå ãà-

ìèëüòîíèàíó H. Ïîòîê gtH , ïîðîæäåííûé âåêòîðíûì ïîëåì X, íà-
çûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì ïîòîêîì ñ ãàìèëüòîíèàíîì H. Ïî îïðå-
äåëåíèþ ïîòîêà, ïîðîæäåííîãî âåêòîðíûì ïîëåì, èìååì

d

dt
f(gtH(a)) = XHf(g

t
H(a))

äëÿ âñÿêîé òî÷êè a ∈M .

Òåîðåìà 15. Ãàìèëüòîíîâ ïîòîê ñîõðàíÿåò ãàìèëüòîíèàí:

H ◦ gtH = H ∀t.
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Òåîðåìà 16. Ãàìèëüòîíîâ ïîòîê ñîõðàíÿåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ
ôîðìó:

(gtH)
∗ω = ω ∀t.

Ïóñòü f è g � ãëàäêèå ôóíêöèè íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðà-
çèè M . Îïðåäåëèì èõ ñêîáêó Ïóàññîíà ïî ôîðìóëå

{f, g} = Xf (g).

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñðàçó âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ F èíâàðèàíòíà
îòíîñèòåëüíî ãàìèëüòîíîâîãî ïîòîêà ñ ãàìèëüòîíèàíîì H òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

{H,F} = 0.

Òàêàÿ ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì (ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû, ãàìèëüòîíîâîãî ïîòîêà èëè ïðîñòî ãàìèëüòîíèàíà H).
Îáñóäèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñêîáêè Ïóàññîíà. Ïî îïðåäåëåíèþ,

èìååì

{f, g} = Xf (g) = dg(Xf ) = ω(Xg, Xf ).

Îòñþäà ñðàçó æå âûòåêàåò êîñîñèììåòðè÷íîñòü ñêîáêè Ïóàññîíà:

{f, g} = −{g, f}.

Çàäà÷à 54. Ïðîâåðüòå, ÷òî ñêîáêà Ïóàññîíà óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëó
Ëåéáíèöà

{f, gh} = {f, g}h+ g{f, h}
è òîæäåñòâó ßêîáè

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0.

Â òîæäåñòâå ßêîáè, âñå ÷ëåíû ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà öèêëè÷å-
ñêîé ïåðåñòàíîâêîé àðãóìåíòîâ.

Çàäà÷à 55. Â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå R2n ñî ñòàíäàðòíîé ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé,

{f, g} =
n∑

i=1

∂f

∂pi

∂g

∂qi
− ∂f

∂qi

∂g

∂pi
.

9. Çàäà÷è ê ïðîìåæóòî÷íîé êîíòðîëüíîé ðàáîòå:

âàðèàíò 1

Çàäà÷à 56. Ïóñòü ∆ ⊂ R2 � ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñî ñòî-
ðîíîé 1. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû ∆ + (−∆). Çäåñü −∆ � ýòî
òðåóãîëüíèê ∆, ïîâåðíóòûé íà 180 ãðàäóñîâ.
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Çàäà÷à 57. Ðàññìîòðèì äâóìåðíûé òîð ñ êîîðäèíàòàìè p, q ∈
R/2πZ è ôóíêöèþ

H(p, q) = sin(p) cos(q)

íà ýòîì òîðå. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå (p(t), q(t)) ãàìèëüòîíî-
âîé ñèñòåìû

ṗ = −∂H
∂q

, q̇ =
∂H

∂p

ïåðèîäè÷íî, òî åñòü p(t + T ) = p(t), q(t + T ) = q(t) äëÿ íåêîòîðî-
ãî T > 0? Åñëè äà, òî äîêàæèòå. Åñëè íåò, òî ïðèâåäèòå ïðèìåð
íåïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 58. Íàéäèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ôóíêöèè

f(x, y) = x4 + y4.

Çàäà÷à 59. Òî÷êà äâèæåòñÿ ñâîáîäíî ïî ïîâåðõíîñòè ïàðàáîëîèäà

z = x2 + y2

(ñâîáîäíîñòü äâèæåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ëàãðàíæèàí òî÷êè ñîâïàäàåò
ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé). Âûïèøèòå óðàâåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè.

Çàäà÷à 60. Ïóñòü gt : R2 → R2 � îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ôîðìóëîé(
x
y

)
7→
(
x+ ty2

y

)
.

Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðíîãî ïîëÿ v, òàêîãî, ÷òî

Lvf(x) =
d

dt
f(gt(x)) |t=0

äëÿ âñÿêîé ãëàäêîé ôóíêöèè f .

Çàäà÷à 61. Â ïðîñòðàíñòâå R4 ñ êîîðäèíàòàìè (x1, x2, x3, x4) çàäàíà
ïîñòîÿííàÿ 2-ôîðìà

ω = 3 dx1 ∧ dx2 + dx1 ∧ dx3 + 5 dx3 ∧ dx4.

Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòà ôîðìà ñèìïëåêòè÷åñêàÿ. Íàéäèòå êîñîîðòîãî-
íàëüíîå äîïîëíåíèå ê ïëîñêîñòè x3 = x4 = 0 îòíîñèòåëüíî ôîðìû
ω.

Çàäà÷à 62. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå íà R2 ñ êîîðäèíàòàìè
(x,−y+ sin x). ßâëÿåòñÿ ëè ýòî âåêòîðíîå ïîëå ãàìèëüòîíîâûì îò-
íîñèòåëüíî ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ω = dx ∧ dy? Åñëè äà, òî
íàéäèòå ãàìèëüòîíèàí.
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Çàäà÷à 63. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñèìëåêòè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà
R2:

ω1 = dx ∧ dy, ω2 = (1 + x2)dx ∧ dy, ω3 = e−x2−y2dx ∧ dy.
Êàêèå èç íèõ ïåðåâîäÿòñÿ â êàêèå äðóãèå äèôôåîìîðôèçìîì ïðî-
ñòðàíñòâà R2? Îáîñíóéòå îòâåò.

10. Çàäà÷è ê ïðîìåæóòî÷íîé êîíòðîëüíîé ðàáîòå:

âàðèàíò 2

Çàäà÷à 64. Íà òîðå T 4 = R4/Z4, ðàññìîòðèì ñèìïëåêòè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó

ω = dx1 ∧ dx2 + dx3 ∧ dx4
è ôóíêöèþ H = sinx1 sin x2 sin x3 sin x4. Íàéäèòå

LvH (sin
2 x1 sin

2 x2 sin
2 x3 sin

2 x4(dx1 ∧ dx2 + dx3 ∧ dx4)),
ãäå vH � ãàìèëüòîíèàíîâî âåêòîðíîå ïîëå, ñîîòâåòñòâóþùåå ãà-
ìèëüòîíèàíó H.

Çàäà÷à 65. Íàéäèòå ñèìïëåêòè÷åñêèé áàçèñ (áàçèñ Äàðáó) äëÿ ôîð-
ìû

dx1 ∧ dx2 + dx2 ∧ dx3 + dx3 ∧ dx4
íà R4.

Çàäà÷à 66. Âåðíî ëè, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû

ṗ = −∂H
∂q

, q̇ =
∂H

∂p

ñ ãàìèëüòîíèàíîì H = p4 − p2q2 + q4 ïåðèîäè÷åñêèå?

Çàäà÷à 67. Ïóñòü H : M → R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ñèìïëåêòè-
÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M , à âåêòðîíîå ïîëå vH � ãàìèëüòîíîâî ñ
ãàìèëüòîíèàíîì H. Äîêàæèòå, ÷òî vH ∈ T ∩T⊥, ãäå T � êàñàòåëü-
íîå ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå x ê ãèïåðïîâåðõíîñòè {H = const}, à T⊥

� åãî êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå.

Çàäà÷à 68. Ïóñòü ∆ � ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê â R2. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç W (x, y) ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x, y) äî òðåóãîëüíèêà ∆.
Äîêàæèòå, ÷òî (

∂W

∂x

)2

+

(
∂W

∂y

)2

= 1

äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê (x, y) âíå òðåóãîëüíèêà ∆. Íàéäèòå ïëîùàäü
ìíîæåñòâà {W ≤ ε}.
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11. Ëåêöèÿ: ïðèìåðû ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð

Â ýòîé ëåêöèè, ìû íàïîìíèì ïðèìåðû ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð, êîòîðûå óæå áûëè ðàçîáðàíû, à òàêæå ðàçáåðåì íîâûå ïðèìå-
ðû.

11.1. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà êîêàñàòåëüíîì ðàñ-

ñëîåíèè. Íàïîìíèì, ÷òî (êî)êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå íà ìíî-
ãîîáðàçèè M îïðåäåëÿåòñÿ êàê äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå âñåõ
(êî)êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ê M . ×òîáû ââåñòè íà êàñàòåëüíîì
ðàññëîåíèè TM ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, äîñòàòî÷íî ïî-
êðûòü ýòî ìíîæåñòâî ëîêàëüíûìè êàðòàìè, òî åñòü îïðåäåëèòü ëî-
êàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïóñòü (x1, . . . , xn) � ëîêàëüíàÿ ñèñòå-
ìà êîîðäèíàò íàM . Òî÷êè êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ èçîáðàæàþòñÿ
ïàðàìè (q, v), ãäå q ∈M , v ∈ TqM . Ïî îïðåäåëåíèþ, îòîáðàæåíèÿ

(q, v) 7→ (x1(q), . . . , xn(q), dx1(v), . . . , dxn(v))

îïðåäåëÿþò ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò íà TM . Àíàëîãè÷-
íî, òî÷êè êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T ∗M èçîáðàæàþòñÿ ïàðàìè
(q, p), ãäå q ∈M , p ∈ T ∗

qM . Ïî îïðåäåëåíèþ, îòîáðàæåíèÿ

(q, p) 7→ (x1(q), . . . , xn(q), p(
∂

∂x1
), . . . , p(

∂

∂xn
))

îïðåäåëÿþò ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò íà T ∗M .
Òàêèì îáðàçîì, ñ êàæäîé ëîêàëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò

(x1, . . . , xn) íà M ñâÿçàíû êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè x1, . . . , xn,
p1, . . . , pn íà T ∗M . Îíè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

xi(q, p) = xi(q), pi(q, p) = p(
∂

∂xi
).

Îïðåäåëèì 1-ôîðìó íà T ∗M â äàííîé ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

θ =
∑

pi dxi.

Çàäà÷à 69. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòà ôîðìà íå çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëü-
íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íà T ∗M , ñâÿçàííîé ñ ëîêàëüíîé ñèñòåìîé
êîîðäèíàò íà M òàê, êàê îïèñàíî âûøå.

Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåéäåì îò ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò xi ê ëîêàëü-
íûì êîîðäèíàòàì x̃i íà ìíîãîîáðàçèè M . Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëü-
íûé íàáîð ÷èñåë p1, . . . , pn, è ðàññìîòðèì 1-ôîðìó

∑
pidxi íà ìíî-

ãîîáðàçèè M . Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ýòà ôîðìà çàïèøåòñÿ â
âèäå

∑
p̃ix̃i, ãäå p̃i � ýòî çíà÷åíèå íàøåé ôîðìû íà êîîðäèíàòíîì
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âåêòîðå ∂
∂x̃i

íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïî îïðåäåëåíèþ, íà êîêàñà-
òåëüíîè ðàññëîåíèè, òî÷êà ñî ñòàðûìè êîîðäèíàòàìè x1, . . . , xn,
p1, . . . , pn ïîëó÷èò íîâûå êîîðäèíàòû x̃1, . . . , x̃n, p̃1, . . . , p̃n. Òàêèì,
îáðàçîì, íàì íóæíî òîëüêî äîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâî∑

pidxi =
∑

p̃idx̃i

âûïîëíåíî íå òîëüêî íà M , íî è íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê
M . Íî ýòî âåðíî, ò.ê. îáå ôîðìû ïðèõîäÿò èç M ïðè ïîìîùè åñòå-
ñòâåííîé ïðîåêöèè T ∗M →M .
Òàêèì îáðàçîì, íà êîêàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê ëþáîìó ìíî-

ãîîáðàçèþ èìååòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ 1-ôîðìà.

Çàäà÷à 70. Ïðîâåðüòå, ÷òî íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê ëþáî-
ìó ìíîãîîáðàçèþ èìååòñÿ êàíîíè÷åñêîå íåíóëåâîå âåêòîðíîå ïîëå.
Îäíàêî êîíñòðóêöèÿ, àíàëîãè÷íàÿ ïðèâåäåííîé âûøå, íå ïðîõîäèò.

Íàïîìíèì ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 17. Ôîðìà ω = dθ ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðîé íà T ∗M .

Ýòî è åñòü êàíîíè÷åñêàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà êîêàñà-
òåëüíîì ðàññëîåíèè.
Åñëè M � êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ìåõàíè÷åñêîé ñèñòå-

ìû, òî T ∗M íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Íàïðèìåð, äëÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâ-
ëÿåòñÿ îêðóæíîñòü (ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ óãëîâ íàêëîíà ìà-
ÿòíèêà). Ñîîòâåòñòâóþùåå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî äèôôåîìîðôíî
ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ S1 ×R. Â ñàìîì äåëå, òî÷êà ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà � ýòî ïàðà (z, α), ãäå z ∈ S1, α ∈ T ∗

z S
1. Ñîïîñòàâèì òàêîé

ïàðå ïàðó (z, α(iz)) ∈ S1 × R (çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðî îêðóæíîñòü
äóìàòü êàê ïðî ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïî ìîäóëþ ðàâíûõ
åäèíèöå, òî äëÿ êàæäîé òî÷êè z íà îêðóæíîñòè, êîìïëåêñíîå ÷èñëî
iz ñèìâîëèçèðóåò âåêòîð, êàñàòåëüíûé ê îêðóæíîñòè â òî÷êå z).

Çàäà÷à 71. Ââåäæåì íà S1×R ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (ϕ, t),
ãäå ϕ � ëîêàëüíàÿ óãëîâàÿ êîîðäèíàòà íà îêðóæíîñòè (èçìåðåííàÿ
â ðàäèàíàõ), à t � åñòåñòâåííàÿ êîîðäèíàòà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
Òîãäà êàíîíè÷åñêàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà S1×R çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå dt ∧ dϕ.
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11.2. Ñèìïëåêòè÷åñêèå ñòðóêòóðû â òåîðèè èíâàðèàíòîâ.

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí p(x, y) ñòåïåíè k îò äâóõ ïåðå-
ìåííûõ x è y. Íà ïðîñòðàíñòâå Vk âñåõ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ äåéñòâó-
åò ãðóïïà SL2(R). À èìåííî, ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ìàòðèöû

A =

(
a b
c d

)
∈ SL2(R)

ê ìíîãî÷ëåíó p(x, y) � ýòî ìíîãî÷ëåí

p̃(x, y) = p(ax+ by, cx+ dy).

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà SL2(R) äåéñòâóåò ïðîñòî ëèíåéíûìè çàìå-
íàìè êîîðäèíàò. Åñëè p ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ íà R2 (èëè íà
C2), òî p̃ = p ◦ A, ãäå A ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ëèíåéíûé îïåðàòîð
íà R2 (C2). Íåêîòîðîå âûðàæåíèå ñîñòàâëåííîå èç êîýôôèöèåíòîâ
ìíîãî÷ëåíà p, íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì, åñëè ýòî âûðàæåíèå, ïî-
ñ÷èòàííîå äëÿ p̃, âñåãäà ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì, ïîñ÷èòàííûì äëÿ
p, êàêóþ áû çàìåíó ïåðåìåííûõ A ∈ SL2(R) ìû íè ñäåëàëè.
Áîëåå îáùèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ I(f1, . . . , fn) îò n ìíîãî÷ëåíîâ

fi ∈ Vk íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì, åñëè

I(f1 ◦ A, . . . , fn ◦ A) = I(f1, . . . , fn)

äëÿ âñÿêîãî íàáîòà f1, . . . , fn ∈ Vk è äëÿ âñÿêîãî A ∈ SL2(R).

Çàäà÷à 72. Äèñêðèìèíàíò D(f) = a21−4a0a2 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

a0x
2 + a1xy + a2y

2.

Ïðîâåðüòå.

Çàäà÷à: íàéòè èíâàðèàíòû îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ äàííîé ñòå-
ïåíè. Ýòî î÷åíü êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à, åé çàíèìàëèñü Ñèëüâåñòð,
Êýëè, Ñàëüìîí è äð.

Ñèëüâåñòð (1814�1897). Ýòî ìàòåìàòèê, ïîëó÷èâøèé ôóíäàìåíòàëüíûå
ðåçóëüòàòû â òåîðèè èíâàðèàíòîâ, ïîëèëèíåéíîé àëãåáðå, òåîðèè ÷èñåë è êîì-
áèíàòîðèêå. Êñòàòè, Ñèëüâåñòðó ïðèíàäëåæèò òåðìèí �äåòåðìèíàíò�. Êýëè è
Ñèëüâåñòð - âîò äâà ñàìûõ çíàìåíèòûõ ìàòåìàòèêà Âèêòîðèàíñêîé Àíãëèè.

Äæåéìñ Äæîçåô Ñèëüâåñòð ðîäèëñÿ â ñåìüå êóïöà Àáðàõàìà Äæîçåôà.
Äæåéìñ âçÿë ôàìèëèþ Ñèëüâåñòð, ñëåäóÿ ïðèìåðó ñâîåãî ñòàðøåãî áðàòà, ýìè-
ãðèðîâàâøåãî â ÑØÀ. Ñèëüâåñòð ñìåíèë íåñêîëüêî øêîë è êîëëåäæåé. Òàì îí
ñòðàäàë îò ìíîãî÷èñëåííûõ êîíôëèêòîâ, â áîëüøîé ñòåïåíè ñâÿçàííûõ ñ åãî
åâðåéñêèì ïðîèñõîæäåíèåì.

Ïî ðåçóëüòàòàì âûïóñêíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ýêçàìåíà â Êåìáðèäæå, Ñèëü-
âåñòð çàíÿë âòîðîå ìåñòî (ýòî î÷åíü ñåðúåçíûé òðàäèöèîííûé ýêçàìåí, the
tripos, â õîäå êîòîðîãî ñòóäåíòû ïèñàëè äåñÿòêè ýêçàìåíàöèîííûõ ðàáîò, âêëþ-
÷àâøèõ ñîòíè çàäà÷; ïðè ýòîì ñàìûé ëó÷øèé ðåçóëüòàò ìîã áûòü ïîðÿäêà 50
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ïðîöåíòîâ). Ýêçàìåí, â ïðèíöèïå, äàâàë ïðàâî íà ïîëó÷åíèå îäíîâðåìåííî ñòå-
ïåíåé áàêàëàâðà è ìàãèñòðà. Íî Ñèëüâåñòð íå ïîëó÷èë ýòè ñòåïåíè, òàê êàê îò-
êàçàëñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìàëüíîé ïðîöåäóðû, âêëþ÷àâøåé ïðèçíàíèå
êàíîíîâ àíãëèêàíñêîé öåðêâè. (Îòìåòèì â ñêîáêàõ, ÷òî ïîäîáíûå òðóäíîñòè, è
òîæå â Êåìáðèäæå, áûëè ó È. Íüþòîíà: õîòÿ è õðèñòèàíèí, îí ïðèäåðæèâàë-
ñÿ íåîðòîäîêñàëüíûõ âçãëÿäîâ è íå âåðèë â äîãìàò òðîèöû). Íàó÷íûå ñòåïåíè
Ñèëüâåñòð ïîëó÷èë òîëüêî ÷åðåç 4 ãîäà, óæå áóäó÷è ïðîôåññîðîì ôèçèêè â
ëîíäîíñêîì University College.

Ñðàçó ïîñëå ýòîãî Ñèëüâåñòð ïåðååõàë â ÑØÀ, ÷òîáû ïðåïîäàâàòü ìàòåìà-
òèêó â óíèâåðñèòåòå Âèðäæèíèè. Òàì îí íå ïðîðàáîòàë è ïÿòè ìåñÿöåâ. Ïðè-
÷èíà óõîäà ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî åãî êîëëåãè íå ïîääåðæàëè åãî â ñòðåìëåíèè
âûãíàòü îäíîãî ñòóäåíòà.

Ïîñëå áåçóñïåøíîãî ïîèñêà ðàáîòû â ÑØÀ, Ñèëüâåñòð âåðíóëñÿ â Àíãëèþ,
è ñòàë ðàáîòàòü àêòóàðèåì. Òîëüêî â 1855 ãîäó (ò.å. â âîçðàñòå 40 ëåò) åìó
óäàëîñü ïîëó÷èòü ïîñòîÿííóþ àêàäåìè÷åñêóþ ïîçèöèþ â êîðîëåâñêîé âîåííîé
àêàäåìèè â Âóëâè÷å. Òàì, îäíàêî, ïðèõîäèëîñü ìíîãî âðåìåíè òðàòèòü íà ïðå-
ïîäàâàíèå. Óæå ÷åðåç 15 ëåò (â âîçðàñòå 55 ëåò) Ñèëüâåñòð äîëæåí áûë âûéòè
íà ïåíñèþ. Èíòåðåñíûì îáðàçîì, ðàññâåò ìàòåìàòè÷åñêîé êàðüåðû Ñèëüâåñòðà
ïðèøåëñÿ íà ïîñëå-ïåíñèîííûé âîçðàñò.

Â 1877�1883 ãîäàõ Ñèëüâåñòð âîçãëàâëÿë îòäåëåíèå ìàòåìàòèêè â àìåðèêàí-
ñêîì Johns Hopkins University, îñíîâàë �Àìåðèêàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêèé Æóð-
íàë� (American Journal of Mathematics). C 1883 ãîäà äî êîíöà æèçíè Ñèëüâåñòð
ðóêîâîäèë êàôåäðîé ãåîìåòðèè â Îêñôîðäå.

Àðòóð Êýëè (1821�1895) (âçÿòî èç âèêèïåäèè). Àðòóð Êýëè ðîäèëñÿ
â Ðè÷ìîíäå (Ëîíäîí), Àíãëèÿ. Åãî îòåö Ãåíðè Êýëè ïîñåëèëñÿ òîðãîâöåì â
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå (Ðîññèÿ). Åãî ìàòü, Ìàðèÿ Àíòîíèÿ Äîòè, áûëà äî÷åðüþ
Âèëüÿìà Äîòè. Ñîãëàñíî íåêîòîðûì èñòî÷íèêàì, îíà áûëà ðóññêîé, õîòÿ èìÿ
îòöà ãîâîðèò îá àíãëèéñêîì ïðîèñõîæäåíèè. Àðòóð ïðîâåë ñâîè ïåðâûå âîñåìü
ëåò â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå. Â 1829 ãîäó åãî ðîäèòåëè ïåðååõàëè â Áëýêõèñ (àíãë.
Blackheath) âáëèçè Ëîíäîíà (íûíå ðàéîí Áîëüøîãî Ëîíäîíà). Àðòóð ïîøåë â
÷àñòíóþ øêîëó. Â 14 ëåò îí ïîøåë â øêîëó Êèíãñ-êîëëåäæ.Øêîëüíûé ó÷èòåëü
óâèäåë â ìàëü÷èêå ãåíèÿ è ïîñîâåòîâàë îòöó íå ó÷èòü ñâîåìó áèçíåñó, êàê îí
(îòåö) íàìåðåâàëñÿ, à ãîòîâèòü ê ïîñòóïëåíèþ â Êåìáðèäæñêèé óíèâåðñèòåò.

Â íåîáûêíîâåííî ðàííåì âîçðàñòå 17 ëåò Êýëè ïîñòóïèë â êåìáðèäæñêèé
Òðèíèòè-êîëëåäæ. Â òî âðåìÿ Àíàëèòè÷åñêîå îáùåñòâî (Analytical Society)
ïðîöâåòàëî, è Ãðåãîðè è Ëåñëè Åëëèñ îñíîâàëè Êåìáðèäæñêèé ìàòåìàòè÷å-
ñêèé æóðíàë. Â âîçðàñòå 20 ëåò Êýëè ïåðåäàë ýòîìó æóðíàëó òðè ðóêîïèñè
íà òåìû íàâåÿííûå ÷òåíèåì Mecanique analytique Ëàãðàíæà è íåêîòîðûìè ðà-
áîòàìè Ëàïëàñà. Åãî íàñòàâíèêîì â êåìáðèäæå áûë Äæîðäæ Ïèêîê, à åãî
ëè÷íûì íàñòàâíèêîì áûë Âèëüÿì Õîïêèíñ. Êýëè çàêîí÷èë ñâîå ñòóäåí÷åñêîå
îáðàçîâàíèå ëó÷øèì ñòóäåíòîì êóðñà (àíãë. Senior Wrangler) è òàêæå ïîëó-
÷èë ïåðâûé èç äâóõ ïðèçîâ Ñìèòà, ïðèñóæäàåìûõ åæåãîäíî çà ñòóäåí÷åñêèå
íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ. Åãî ñëåäóþùèì øàãîì áûëî ïîëó÷åíèå ñòåïåíè Master
of Arts (MA degree), è ïîëó÷åíèå äîëæíîñòè â óíèâåðñèòåòå ïî êîíêóðñó. Îí
îñòàëñÿ â Êåìáðèäæå â òå÷åíèå 4 ëåò. Â ýòî âðåìÿ îí âçÿë ñåáå íåñêîëüêî ó÷åíè-
êîâ, íî åãî îñíîâíîé ðàáîòîé áûëà ïîäãîòîâêà 28 ìåìóàðîâ äëÿ Êåìáðèäæñêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî æóðíàëà.
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Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî åãî äîëæíîñòü áûëà ñ îãðàíè÷åííûì ñðîêîì ïðåáûâàíèÿ,
áûëî íåîáõîäèìî âûáèðàòü ïðîôåññèþ. Êýëè âûáðàë ïðîôåññèþ àäâîêàòà, è â
âîçðàñòå 25 ëåò ñòàë ÷ëåíîì ëîíäîíñêîãî ñóäåáíîãî èííà Ëèíêîëüíà. Îí âû-
áðàë ñïåöèàëüíîñòü ñâÿçàííóþ ñ òðàíñïîðòèðîâêîé. Êîãäà îí áûë ó÷åíèêîì,
è ñäàâàë àäâîêàòñêèé ýêçàìåí, îí åçäèë â Äóáëèí ñëóøàòü ëåêöèþ Ãàìèëüòî-
íà ïðî êâàòåðíèîíû. Åãî äðóã Ñèëüâåñòð áûë òîãäà àêòóàðèåì. Ó íèõ áûëî
ïðèâû÷êîé ãóëÿòü âìåñòå âîêðóã ñóäåáíîãî èííà Ëèíêîëüíà, îáñóæäàÿ òåîðèþ
èíâàðèàíòîâ è êîâàðèàíòîâ. Â òå÷åíèå ýòîãî ïåðèîäà åãî æèçíè, äëÿùåãîñÿ
ïðèìåðíî 14 ëåò, Êýëè âûïóñòèë îò 200 äî 300 ðàáîò.

Â Êåìáðèäæñêîì óíèâåðñèòåòå ñ äàâíèõ âðåì¸í ïðîôåññîð ÷èñòîé ìàòåìà-

òèêè íàçûâàëñÿ Ëóêàñîâñêèì ïðîôåññîðîì, ýòó äîëæíîñòü íåêîãäà çàíèìàë

Èñààê Íüþòîí. Ïðèìåðíî â 1860 ãîäó íåñêîëüêî ôîíäîâ, çàâåùàííûõ Ëýäè

Ñýäëåð óíèâåðñèòåòó, ñòàëè áåñïîëåçíûìè äëÿ èõ íàñòîÿùåé öåëè è áûëè èñ-

ïîëüçîâàíû äëÿ îñíîâàíèÿ åù¸ îäíîé èìåííîé ïðîôåññóðû. Â îáÿçàííîñòè

Ñýäëåðîâñêîãî ïðîôåññîðà âõîäèëî îáúÿñíÿòü è îáó÷àòü ïðèíöèïàì ÷èñòîé

ìàòåìàòèêè, è çàíèìàòüñÿ ïðîäâèæåíèåì íàóêè. Íà ýòó äîëæíîñòü Êýëè áûë

èçáðàí, êîãäà åìó áûëî 42 ãîäà. Îí îñòàâèë äîõîäíóþ ïðàêòèêó ðàäè ñêðîìíîé

çàðïëàòû, íî íèêîãäà îá ýòîì íå æàëåë. Äîëæíîñòü ïðîôåññîðà ïîçâîëèëà åìó

ïðåêðàòèòü ðàçäåëÿòü âåðíîñòü ê þðèñïðóäåíöèè ñ âåðíîñòüþ ê ìàòåìàòèêå è

ïîëíîñòüþ çàíÿòüñÿ ëþáèìûì äåëîì. Ñðàçó æå ïîñëå ýòîãî Êýëè æåíèëñÿ è

ïîñåëèëñÿ â Êåìáðèäæå. Åãî äðóã è ïðèÿòåëü, èññëåäîâàòåëü Ñèëüâåñòð, îäíà-

æäû îòìåòèë, ÷òî Êýëè áîëåå óäà÷ëèâ, ÷åì îí ñàì; îíè îáà áûëè õîëîñòÿêàìè

è âìåñòå æèëè â Ëîíäîíå, íî Êýëè æåíèëñÿ è ïîñåëèëñÿ â Êåìáðèäæå ñ åãî

òèõîé è ìèðíîé æèçíüþ, à Ñèëüâåñòð òàê è íå æåíèëñÿ è ñðàæàëñÿ ñî âñåì

ìèðîì âñþ ñâîþ æèçíü.

ßâíûå êîíñòðóêöèè ìíîãèõ èíâàðèàíòîâ îñíîâàíû íà ñëåäóþ-
ùåì íàáëþäåíèè.

Çàäà÷à 73. Ïðè çàìåíå êîîðäèíàò èç SL2(R), âåêòîð ( ∂
∂y
,− ∂

∂x
) ïðå-

îáðàçóåòñÿ òàê æå, êàê âåêòîð (x, y)

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó A ∈ SL2(R):

A =

(
a b
c d

)
.

Òîãäà îáðàòíóþ ìàòðèöó ìîæíî íàéòè èç ñîîòíîøåíèÿ A + A−1 =
tr(A):

A−1 =

(
d −b
−c a

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàìåíå êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöå
A, ìû ìîæåì âûðàçèòü êàê íîâûå êîîðäèíàòû ÷åðåç ñòàðûå, òàê è
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ñòàðûå êîîðäèíàòû ÷åðåç íîâûå:

x̃ = ax+ by
ỹ = cx+ dy

,
x = dx̃− bỹ
y = −cx̃+ aỹ

Â ÷àñòíîñòè, ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè

∂

∂ỹ
=
∂x

∂ỹ

∂

∂x
+
∂y

∂ỹ

∂

∂y
= a

∂

∂y
+ b(− ∂

∂x
),

− ∂

∂x̃
= −∂x

∂x̃

∂

∂x
− ∂y

∂x̃

∂

∂y
= c

∂

∂y
+ d(− ∂

∂x
).

Òàêèì îáðàçîì, ∂
∂y

è − ∂
∂x

ïðåîáðàçóþòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê x è y,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Èç ýòîãî íàáëþäåíèÿ âûòåêàåò òàêîå âàæíîå ñëåäñòâèå: ôîðìà

⟨f, g⟩ = f(
∂

∂y
,− ∂

∂x
)g(x, y) ∈ R

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì (çàìåòèì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ðåçóëü-
òàò ïðèìåíåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ïîðÿäêà k ê ìíîãî-
÷ëåíó ñòåïåíè k, òî åñòü ÷èñëî).
Ïðèìåð. Ïóñòü f(x, y) � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

a0x
2 + a1xy + a2y

2.

Òîãäà ÷èñëî ⟨f, f⟩ ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñ äèñêðèìèíàí-
òîì ôîðìû f :

⟨f, f⟩ = (a0∂
2
y − a1∂x∂y + a2∂

2
x)f(x, y) =

= 2a0a2 − a21 + 2a0a2 = 4a0a2 − a21.

Òåîðåìà 18. Äëÿ ÷åòíûõ k, ôîðìà ⟨f, g⟩ ñèììåòðè÷íà, à äëÿ
íå÷åòíûõ � êîñîñèììåòðè÷íà. Äëÿ âñåõ k, ýòà ôîðìà íåâûðîæ-
äåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

f(x, y) =
k∑

i=0

aix
k−iyi, g(x, y) =

k∑
j=0

bjx
k−jyj.

Òîãäà

⟨f, g⟩ =
(∑

ai∂
k−i
y (−∂x)i

)( k∑
j=0

bjx
k−jyj

)
=

=
k∑

i=0

(−1)ii!(k − i)!aibk−i.

�
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íå÷åòíûõ k ïîëó÷àåì èíâàðèàíòíóþ ñèì-
ïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íà Vk. Íàïèøåì ÿâíî ñîîòâåòñòâóþùóþ
ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó äëÿ ñëó÷àÿ n = 3. Ïóñòü

f(x, y) = a0x
3 + a1x

2y + a2xy
2 + a3y

3,

g(x, y) = b0x
3 + b1x

2y + b2xy
2 + b3y

3.

Òîãäà

⟨f, g⟩ = 6(a0b3 − a3b0)− 2(a1b2 − a2b1).

11.3. Ñòàíäàðòíàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà Cn. Ðàñ-
ñìîòðèì åâêëèäîâó ìåòðèêó (·, ·) íà Cn, èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëü-
íî óìíîæåíèÿ íà i (òàêàÿ ìåòðèêà íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâîé ìåòðè-
êîé). Ýðìèòîâà ìåòðèêà çàäàåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó

[ξ, η] = (ξ, iη).

×àñòî ðàññìàòðèâàþò òàêæå ýðìèòîâó ôîðìó

⟨ξ, η⟩ = (ξ, η) + i[ξ, η],

êîòîðàÿ ïîëóòàðîëèíåéíà è ñîïðÿæåííî-ñèììåòðè÷íà.
Ïóñòü (z1, . . . , zn) � ñèñòåìà êîîðäèíàò íà Cn, â êîòîðîé ðàññìàò-

ðèâàåìàÿ åâêëèäîâà ìåòðèêà èìååò âèä
n∑

j=1

dzjdzj.

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó ìîæíî çàïèñàòü
òàê:

ω =
i

2

n∑
j=1

dzj ∧ dzj =
n∑

j=1

dxj ∧ dyj,

ãäå zj = xj + iyj.

Çàäà÷à 74. Ïðîâåðüòå ýòó ôîðìóëó.

11.4. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà CP n. Ïóñòü

ω =
i

2

n+1∑
j=1

dzj ∧ dzj =
n+1∑
j=1

dxj ∧ dyj

� ñòàíäàðòíàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà Cn+1, ââåäåííàÿ âû-
øå. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå ôîðìû ω íà åäèíè÷íóþ ñôåðó S2n+1,
çàäàííóþ óðàâíåíèåì

n+1∑
j=1

|zj|2 = 1.
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Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì îáùèì ôàêòîì èç ëèíåéíîé àëãåá-
ðû:

Òåîðåìà 19. Åñëè ω � íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ êîñîñèììåò-
ðè÷åñêàÿ ôîðìà íà ïðîñòðàíñòâå R2n+2, òî åå îãðàíè÷åíèå íà ëþ-
áóþ ãèïåðïëîñêîñòü èìååò îäíîìåðíîå ÿäðî.

Çàäà÷à 75. Äîêàæèòå ýòó òåîðåìó.

Â ÷àñòíîñòè, îãðàíè÷åíèå ôîðìû ω íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî
ê S2n+1 îäíîìåðíî. Ìû ìîæåì íàéòè ÿâíî ýòî îäíîìåðíîå ÿäðî.

Òåîðåìà 20. Ïóñòü Z = (Z0, . . . , Zn) ∈ S2n+1. Òîãäà âåêòîð iZ =
(iZ0, . . . , iZn) ∈ TZS

2n+1 ëåæèò â ÿäðå îãðàíè÷åíèÿ ôîðìû ω íà
êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TZS

2n+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü W � êàñàòåëüíûé âåêòîð ê S2n+1 â òî÷êå
Z. Òîãäà (W,Z) = 0, òî åñòü W îðòîãîíàëåí âåêòîðó Z îòíîñèòåëü-
íî ñòàíäàðòíîãî åâêëèäîâà ñêàëàðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïî îïðåäåëå-
íèþ ôîðìû ω, èìååì

ω(iZ,W ) = [iZ,W ] = (iZ, iW ) = (Z,W ) = 0.

Ïîñêîëüêó âåêòîð W ïðîèçâîëüíûé, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî âåêòîð
iZ ëåæèò â ÿäðå îãðàíè÷åíèÿ ôîðìû ω íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ê ñôåðå S2n+1. �
Ïîñêîëüêó ÿäðî îäíîìåðíî, îíî ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðîì iZ.
Çàìåòèì, ÷òî CP n ìîæíî ðàññìàòèâàòü êàê ôàêòîðïðîñòðàíñòâî

S2n+1/S1, ãäå S1 äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå

eiϕ(Z0, . . . , Zn) = (eiϕZ0, . . . , e
iϕZn).

Òåîðåìà 21. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê CP n â òî÷êå ñ îäíîðîä-
íûìè êîîðäèíàòàìè [Z0 : · · · : Zn] åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæ-
äåñòâëÿåòñÿ ñ ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì

TZS
2n+1/⟨iZ⟩, ãäå Z = (Z0, . . . , Zn).

Íà ýòîì ôàêòîðïðîñòðàíñòâå îïðåäåëåíà íåâûðîæäåííàÿ áèëè-
íåéíàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ôîðìà ω̃, òàêàÿ, ÷òî ω̃(ξ, η) ðàâíî
ω(V,W ), ãäå V è W � êàêèå-òî ïðîîáðàçû âåêòîðîâ ξ è η ïðè
îòîáðàæåíèè ôàêòîðèçàöèè.

Â ïðîâåðêå íóæäàåòñÿ òîëüêî óòâåðæäåíèå î åñòåñòâåííîì èçî-
ìîðôèçìå ìåæäó êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê CP n è óêàçàííûì
ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì. Ïóñòü π : S2n+1 → CP n � êàíîíè÷åñêàÿ
ïðîåêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ òî÷êå Z = (Z0, . . . , Zn) íà åäèíè÷íîé
ñôåðå òî÷êó ñ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè [Z0 : · · · : Zn] â CP n.
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå π ãëàäêîå (íàïðèìåð, äî-
ñòàòî÷íî çàïèñàòü åãî â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ). Ñëåäîâàòåëüíî,
îïðåäåëåíî êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå ê π (=äèôôåðåíöèàë îòîáðà-
æåíèÿ π)

π∗ : TS
2n+1 → TCP n.

ßäðî îòîáðàæåíèÿ π∗, îãðàíè÷åííîãî íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî
ê ñôåðå â òî÷êå Z, ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé, íàòÿíóòîé íà âåêòîð iZ
(äåéñòâèòåëüíî, ýòîò âåêòîð êàñàåòñÿ îðáèòû òî÷êè Z ïðè äåé-
ñòâèè îêðóæíîñòè ñêàëÿðíûìè óìíîæåíèÿìè; ÷òîáû â ýòîì óáå-
äèòüñÿ, äîñòàòî÷íî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü (eiϕZ0, . . . , e

iϕZn) ïî ϕ
ïðè ϕ = 0). Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå π∗ îïðåäåëÿåò èñêîìûé
èçîìîðôèçì

TZS
2n+1/⟨iZ⟩ ∼= Tπ(Z)CP n.

Òåïåðü â êàæäîé òî÷êå êîìïëåêñíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà
îïðåäåëåíà íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ôîð-
ìà ω̃ íà êàñàòåëüíûõ âåêòîðàõ ê äàííîé òî÷êå. Â ëîêàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû ôîðìû ω̃ çàâè-
ñÿò ãëàäêî îò òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, ω̃ � ýòî äèôôåðåíöèàëüíàÿ
2-ôîðìà íà ìíîãîîáðàçèè CP n. Ôîðìû ω è ω̃ ñâÿçàíû ïðè ïîìîùè
îòîáðàæåíèÿ π ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ω|S2n+1 = π∗(ω̃)

(íàïîìíèì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ïåðåíîñÿòñÿ íàçàä).
×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ω̃ ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, íàì
òåïåðü äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî dω̃ = 0. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì:

0 = dω = dπ∗ω̃ = π∗(dω̃)

(â ñèëó ôóíêòîðèàëüíîñòè âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, îïåðà-
öèÿ π∗ êîììóòèðóåò ñ îïåðàöèåé d). Îäíàêî îòîáðàæåíèå π∗ íà
äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðìàõ èíúåêòèâíî (äîêàæèòå! ýòî ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå π∗ íà âåêòîðàõ ñþðúåêòèâíî). Ñëåäîâàòåëü-
íî, dω̃ = 0.

12. Äîìàøíåå çàäàíèå: ïðèìåðû ñèìïëåêñè÷åñêèõ

ñòðóêòóð

Çàäà÷à 76. Ïóñòü L1 è L2 � êîìïëåêñíûå ïðÿìûå â Cn+1, ïðîõîäÿ-
ùèå ÷åðåç 0, à S2n+1 � åäèíè÷íàÿ ñôåðà, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

n∑
j=0

|Zj|2 = 1.
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Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòè S1 = S2n+1 ∩ L1 è S2 = S2n+1 ∩ L2. Äî-
êàæèòå, ÷òî åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x ∈ S1 äî áëèæàéøåé
òî÷êè îêðóæíîñòè S2 íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè x.

Çàäà÷à 77. Ïóñòü (·, ·) � åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà
Cn+1, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà i. Äîêàæèòå, ÷òî
ôîðìà [Z,W ] = (Z, iW ) ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé íà
Cn+1, è ÷òî ôîðìà ⟨Z,W ⟩ = (Z,W ) + i[Z,W ] ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé

ôîðìîé, òî åñòü ⟨Z,W ⟩ = ⟨W,Z⟩ è

⟨λ1Z1 + λ2Z2,W ⟩ = λ1⟨Z1,W ⟩+ λ2⟨Z2,W ⟩, ∀ λ1, λ2 ∈ C,

à òàêæå ÷òî ⟨Z,Z⟩ = (Z,Z).

Çàäà÷à 78. Ïóñòü (·, ·)� ñòàíäàðòíîå åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå íà Cn+1, òî åñòü (Z,Z) =

∑
|Zj|2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé

âåêòîð W ∈ Cn+1. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîð pZ(W ) = W − ⟨W,Z⟩Z
îðòîãîíàëåí êàê âåêòîðó Z, òàê è âåêòîðó iZ.

Çàäà÷à 79. Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêóþ ïðîåêöèþ π : Cn+1 → CP n.
Ïîñòðîéòå êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìåæäó êàñàòåëüíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì ê CP n â òî÷êå π(Z) è ïðîñòðàíñòâîì pZ(Cn+1). Â äàëü-
íåéøèõ çàäà÷àõ ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ýòè äâà ïðîñòðàíñòâà ïðè
ïîìîùè ïîñòðîåííîãî èçîìîðôèçìà.

Çàäà÷à 80. Îïðåäåëèì åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå gq(·, ·)
íà TqCP n êàê îãðàíè÷åíèå ñòàíäàðòíîãî åâêëèäîâîãî ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ (·, ·) íà pZ(Cn+1), ãäå q = π(Z). Ýòî ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà i. Îáîçíà÷èì
ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó íà TqCP n ÷åðåç ω̃q. Òà-
êèì îáðàçîì, îïðåäåëåíà 2-ôîðìà ω̃ íà CP n. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà
ôîðìà ñîâïàäàåò ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íà CP n, ïîñòðî-
åííîé íà ëåêöèè.

Çàäà÷à 81. Ïðè çàìåíå êîîðäèíàò èç SL2(R), âåêòîð (∂y,−∂x) ïðå-
îáðàçóåòñÿ òàê æå, êàê âåêòîð (x, y). Äðóãèìè ñëîâàìè,

åñëè

{
x̃ = ax+ by
ỹ = cx+ dy

, òî

{
∂
∂ỹ

= a∂y + b(−∂x)
− ∂

∂x̃
= c∂y + d(−∂x)

,

äëÿ ëþáûõ a, b, c, d ∈ R, òàêèõ, ÷òî ad− bc = 1.

Çàäà÷à 82. Ãåññèàíîì ôóíêöèè p(x, y) íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü

Hess(p) = det

(
∂2p
∂x2

∂2p
∂x ∂y

∂2p
∂x ∂y

∂2p
∂y2

)
.
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Åñëè p � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 3, òî åãî ãåññèàí ÿâëÿ-
åòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé. Êàê ýòà ôîðìà ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíÿõ
êîîðäèíàò èç SL2(R)? Âåðíî ëè, ÷òî äèñêðèìèíàíò ýòîé ôîðìû
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ìíîãî÷ëåíà p?

13. Ëåêöèÿ: êàíîíè÷åñêèé ôîðìàëèçì

Â ýòîé ëåêöèè, ìû áóäåì îáñóæäàòü óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà íà
ïðîñòðàíñòâå R2n ñî ñòàíäàðòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Ìû
îáñóäèì ìåòîäû ñâåäåíèÿ îäíèõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ê äðóãèì,
à òàêæå ìåòîäû ðåøåíèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Îáîçíà÷èì êîîð-
äèíàòû â ïðîñòðàíñòâå R2n ÷åðåç p1, . . . , pn, q1, . . . , qn. Ìû áóäåì
ïèñàòü (p, q), èìåÿ â âèäó òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè

(p1, . . . , pn, q1, . . . , qn).

Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà èìåþò âèä

ṗi = −∂H
∂qi

, q̇i =
∂H

∂pi
,

èëè, êîðî÷å

ṗ = −∂H
∂q

, q̇ =
∂H

∂p
.

Ìû ðàíüøå îïðåäåëèëè ôóíêöèþ äåéñòâèÿ Sq0(q, t) êàê èíòåãðàë
îò ëàãðàíæèàíà âäîëü èñòèííîé òðàåêòîðèè, ñîåäèíÿþùåé òî÷êó
q0 ñ òî÷êîé q çà âðåìÿ t. Ìû âèäåëè, ÷òî dS = p dq −H dt, ãäå p dq
îçíà÷àåò ñóììó

p dq = p1dq1 + · · ·+ pndqn.

Îòñþäà ñðàçó æå âûòåêàåò óðàâåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

∂S

∂t
+H

(
∂S

∂q
, q

)
= 0.

Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè áûëî íàâåÿíî àíàëîãèåé ñ ãåîìåò-
ðè÷åñêîé îïòèêîé (ýòî óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ ýéêîíà-
ëà), è îñóùåñòâëÿåò ñâÿçü ìåæäó òåîðèåé ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì
(÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâå-
íèé) è òåîðèåé óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñâÿçü â îáå ñòîðîíû.
Ðàññìîòðèì 1-ôîðìó p dq − H dt íà ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðî-

ñòðàíñòàâå R2n×R (ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç t è èìååò ñìûñë âðåìåíè). Ýòà ôîðìà íå ñîâïàäàåò
ñ dS, ò.ê. ïîñëåäíÿÿ ôîðìà îïðåäåëåíà íà ðàñøèðåííîì êîíôèãóðà-
öèîííîì, à íå íà ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî âåð-
íî ñëåäóþùåå: ëþáàÿ èñòèííàÿ òðàåêòîðèÿ, âûõîäÿùàÿ â ìîìåíò
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âðåìåíè t = 0 èç òî÷êè q0 (ôèãóðèðóþùåé â îïðåäåëåíèè ôóíê-
öèè äåéñòâèÿ S = Sq0), îäíîçíà÷íî ïîäíèìàåòñÿ äî òðàåêòîðèè
ñîîòâåòñòâóþùåé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå (èìïóëüñû îäíîçíà÷íî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñêîðîñòÿì),
è èíòåãðàë îò dS íà ëþáîì îòðåçêå ýòîé èñõîäíîé òðàåêòîðèè ñîâ-
ïàäàåò ñ èíòåãðàëîì îò p dq − H dt íà ñîîòâåòñòâóþùåì îòðåçêå
ïîäíÿòîé òðàåêòîðèè.
Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, ìû ìîæåì áóäåì äîïóñêàòü ÿâíóþ çà-

âèñèìîñòü ôóíêöèè ãàìèëüòîíà îò âðåìåíè, ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
H � ôóíêöèÿ íà ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå R2n+1. Ñêà-
æåì, ÷òî 2-ôîðìà ω íà ïðîñòðàíñòâå R2n+1 íåîñîáà, åñëè åå ÿäðî
èìååò ìèíèìàëüíóþ âîçìîæíóþ ðàçìåðíîñòü, ò.å. 1. Ïóñòü òåïåðü
1-ôîðìà θ íà R2n+1 òàêîâà, ÷òî ôîðìà dθ íåîñîáà. Òîãäà ÿäðî ôîð-
ìû dθ çàäàåò ïîëå íàïðàâëåíèé, èíâàðèàíòíî ñâÿçàííîå ñ ôîðìîé
θ (îíî íàçûâàåòñÿ ïîëåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé). Èíòå-
ãðàëüíûå êðèâûå ïîëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé íàçûâà-
þòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè ôîðìû θ.
Ïóñòü γ1 � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ â R2n+1. Âûïó-

ñòèì õàðàêòåðèñòèêó èç êàæäîé òî÷êè ýòîé êðèâîé. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî âûïóùåííûå õàðàêòåðèñòèêè íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïî êðàéíåé ìå-
ðå â áëèçè ê êðèâîé γ1 (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
êðèâàÿ γ1 íèãäå íå êàñàåòñÿ ïîëÿ õàðàêòåðèñòèê). Òîãäà õàðàêòå-
ðèñòèêè, âûïóùåííûå èç òî÷åê êðèâîé γ1, çàìåòàþò íåêîòîðóþ ïî-
âåðõíîñòü, íàçûâàåìóþ òðóáêîé õàðàêòåðèñòèê (òî÷åå, òðóáêà õà-
ðàêòåðèñòèê îïðåäåëåíà òîëüêî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êðèâîé
γ1). Ïóñòü γ2 � äðóãàÿ êðèâàÿ, îõâàòûâàþùàÿ òó æå òðóáêó õàðàê-
òåðèñòèê (è íå ïåðåñåêàþùàÿ êðèâóþ γ1). Òîãäà∫

γ1

θ =

∫
γ2

θ.

Ýòî âûòåêàåò èç òåîðåìû Ñòîêñà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Γ � ó÷à-
ñòîê òðóáêè õàðàêòåðèñòèê, çàêëþ÷åííûé ìåæäó êðèâûìè γ1 è γ2.
Ïîñêîëüêó Γ ñîñòîèò èç õàðàêòåðèñòèê, îãðàíè÷åíèå ôîðìû dθ íà
Γ òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ (îäèí èç êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ, êîòî-
ðûå ìû ïîäñòàâëÿåì â ôîðìó dθ, ëåæèò â ÿäðå ýòîé ôîðìû). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå Ñòîêñà, èíòåãðàë ïî Γ îò dθ (ðàâíûé
íóëþ) ðàâåí ðàçíîñòè èíòåãðàëîâ îò θ ïî γ1 è ïî γ2.

Òåîðåìà 22. Õàðàêòåðèñòèêè ôîðìû θ = p dq−H dt íà R2n+1 ñîâ-
ïàäàþò ñ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè ñèñòåìû óðàâíåíèé Ãàìèëü-
òîíà

ṗ = −∂H
∂q

, q̇ =
∂H

∂p
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî n = 1 (îáùèé ñëó-
÷àé îòëè÷àåòñÿ ëèøü äîïîëíèòåëüíûì çíà÷êîì ñóììèðîâàíèÿ).
Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî âåêòîð v ñ êîîðäèíàòàìè (−∂H

∂q
, ∂H

∂p
, 1)

ëåæèò â ÿäðå ôîðìû

dθ = d(p dq −H dt) = dp ∧ dq − dH ∧ dt.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü w = (x, y, z) � ëþáîé äðóãîé âåêòîð. Èìååì:

dθ(v, w) = −∂H
∂q

y − ∂H

∂p
x− (

∂H

∂p
x+

∂H

∂q
y +

∂H

∂t
z) · 1 + ∂H

∂t
z = 0.

�

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà äàåò ñïîñîá âûïèñûâàòü óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ â ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå ñèñòåìû êîîðäèíàò â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Äåéñòâèòåëüíî, êàê áû íè çàïèñûâàëàñü ôîðìà θ â
äðóãèõ êîîðäèíàòàõ, íàì íóæíî íàéòè ïîëå õàðàêòåðèñòèê ýòîé
ôîðìû. Äîïóñòèì, íàïðèìåð, ÷òî â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
(P,Q, T ) ôîðìà θ èìååò âèä

θ = P dQ−K dT + dS.

Òîãäà õàðàêòåðèñòèêè ôîðìû θ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì ãà-
ìèëüòîíà

Ṗ = −∂K
∂Q

, Q̇ =
∂K

∂P
.

Â ñàìîì äåëå, dS íå âëèÿåò íà õàðàêòåðèñòèêè (ò.ê. d(dS) =
0), è òåïåðü äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü äîêàçàííóþ òåîðåìó ê ôîðìå
P dQ−K dT , ãäå âìåñòî p íàïèñàíî P , âñåñòî q íàïèñàíî Q, âìåñòî
t íàïèñàíî T , è âìåñòî H íàïèñàíî K.
Íàïîìíèì, ÷òî äèôôåîìîðôèçì g : R2n → R2n íàçûâàåòñÿ êàíî-

íè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì, åñëè g∗ω = ω, ãäå ω = dp∧ dq. Ìû óæå
âèäåëè, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå, îñóùåñòâëÿåìîå ôàçîâûì ïîòîêîì çà
âðåìÿ t, êàíîíè÷åñêîå. Ýòî âûòåêàåò è èç òîãî ôàêòà, ÷òî èíòåãðàë
îò ôîðìû θ âäîëü êðèâûõ, îõâàòûâàþùèõ îäíó è òó æå òðóáêó
õàðàêòåðèñòèê, îäèí è òîò æå. Ðàññìîòðèì êðèâóþ γ1 ëåæàùóþ â
ãèïåðïëîñêîñòè t = t0, à òàêæå êðèâóþ γ2, ëåæàùóþ â ãèïåðïëîñ-
êîñòè t = t1 è îõâàòûâàþùóþ òó æå ñàìóþ òðóáêó õàðàêòêðèñòèê
ôîðìû θ (òî åñòü òðóáêó èñòèííûõ òðàåêòîðèé íàøåé ãàìèëüòîíî-
âîé ñèñòåìû). Ìû çíàåì, ÷òî∫

γ1

θ =

∫
γ2

θ.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∫
γ1

θ =

∫
γ1

p dq,

è òî æå ñàìîå äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëà, ïîñêîëüêó dt = 0 íà ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ãèïåðïëîñêîñòè. Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî èíòåãðàëû îò
ôîðìû p dq ïî çàìêíóòûì êðèâûì, ïîëó÷àþùèìñÿ äðóã èç äðóãà
ïðåîáðàçîâàíèåì ôàçîâîãî ïîòîêà, ñîâïàäàþò. Ïî òåîðåìå Ñòîêñà,
îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî èíòåãðàëû îò ôîðìû ω = d(p dq) ïî ëþáûì
äâóìåðíûì ïëîùàäêàì, ïîëó÷àþùèìñÿ äðóã èç äðóãà ïðåîáðàçî-
âàíèåì ôàçîâîãî ïîòîêà, ñîâïàäàþò. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî g∗ω = ω
äëÿ ëþáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ g ôàçîâîãî ïîòîêà.

Òåîðåìà 23. Ïðè êàíîíè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàíèè, ôîðìà óðàâíåíèé
Ãàìèëüòîíà íå ìåíÿåòñÿ. Òî÷íåå ãîâîðÿ, åñëè g � êàíîíè÷åñêîå
ïðåîáðàçîâàíèå, è (P,Q) = g(p, q), òî òðàåêòîðèè óðàâíåíèÿ Ãà-
ìèëüòîíà ṗ = −∂H

∂q
, q̇ = −∂H

∂p
ïåðåâîäÿòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì g â

òðàåêòîðèè óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà

Ṗ = −∂H̃
∂Q

, Q̇ =
∂H̃

∂P
,

ãäå H̃ = H ◦ g−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Äåéñòâèòåëüíî, ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå (äàæå çàâèñÿùåå îò
âðåìåíè) îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî èñõîäÿ èç 2-ôîðìû ω è ôóíêöèè H,
íå èñïîëüçóÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ïîýòîìó â ëþáîé äðóãîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò îíî áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ òåìè æå ôîðìóëàìè, åñëè
òîëüêî ôîðìà ω çàïèñûâàåòñÿ òîé æå ôîðìóëîé.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì äàòü áîëåå ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî,

êîòîðîå ê òîìó æå íàì ïðèãîäèòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäÿùèõ
ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì 1-ôîðìó P dQ − p dq. Ýòà ôîðìà çàìêíóòà
(åå äèôôåðåíöèàë ðàâåí g∗ω − ω = 0), à çíà÷èò, òî÷íà:

P dQ− p dq = dS

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè S. Ñëåäîâàòåëüíî, â íîâîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò (P,Q, t) (êîîðäèíàòà t íå ìåíÿëàñü) ôîðìà θ èìååò âèä
P dQ − H̃ dt + dS. Êàê ìû âèäåëè, õàðàêòåðèñòèêè ýòîé ôîðìû
çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ãàìèëüòîíà ñ ãàìèëüòîíèàíîì H̃. �
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14. Ëåêöèÿ: ìåòîä Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

Ìû îáñóäèì áîëåå ïîäðîáíî, êàê ñâçÿçàíû çàäà÷à èíòåãðèðîâà-
íèÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂S

∂t
+H(

∂S

∂q
, q, t) = 0

(íàçûâàåìîãî óðàâíåíèåì Ãàìèëüòîíà�ßêîáè), è çàäà÷à èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Îêàçûâàåòñÿ, ýòà ñâÿçü ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî èñ-
ïîëüçîâàíà â îáå ñòîðîíû. Âî-ïåðâûõ, çàäà÷à ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Ãàìèëüòîíà�ßêîáè ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû. Ýòî ìû îáñóäèì ÷óòü ïîçæå. À ñåé÷àñ ìû
óâèäèì, êàê ïîìîãàåò óìåíèå ðåøàòü óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè
(òî÷íåå, óìåíèå íàõîäèòü äîñòàòî÷íî ìíîãî â íåêîòîðîì ñìûñëå
íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé) ïðè èçó÷åíèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Êî-
íå÷íî, äàëåêî íå âñÿêóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó è äàëåêî íå âñÿêîå
óðàâíåíèå òèïà Ãàìèëüòîíà�ßêîáè ìîæíî ðåøèòü ÿâíî.
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî R2n ñ êîîðäèíàòàìè (p, q) è ñòàíäàðò-

íîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω = dp ∧ dq. Ïóñòü g(t) : R2n →
R2n � çàâèñÿùåå îò âðåìåíè êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå. Îáîçíà-
÷èì êîîðäèíàòû òî÷êè g(t)(p, q) ÷åðåç P (p, q, t) è Q(p, q, t). Ðàññìîò-
ðèì 1-ôîðìó p dq − P dQ íà R2n, çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè (ïîä÷åðê-
íåì, ÷òî ýòî èìåííî 1-ôîðìà íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîýôôè-
öèåíòû êîòîðîé çàâèñÿò îò âðåìåíè, à íå 1-ôîðìà íà ðàñøèðåííîì
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî åñòü íèêàêèõ ÷ëåíîâ ñ dt â ýòîé ôîðìå
íåò, à dQ ðàâíî ∂Q

∂p
dp + ∂Q

∂q
dq). Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìàÿ ôîð-

ìà çàìêíóòà, îíà ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì íåêîòîðîé ôóíêöèè
St (çàâèñÿùåé îò t êàê îò ïàðàìåòðà):

p dq − P dQ = dSt.

Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé èíòå-
ãðèðîâàíèÿ, íî ìîæíî, íàïðèìåð, çàôèêñèðîâàòü òî÷êó (p0, q0), è
ïîëîæèòü

St(p, q) =

∫ (p,q)

(p0,q0)

p dq − P dQ

ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t (âûðàæåíèå ïîä èíòåãðàëîì çàâèñèò
îò t êàê îò ïàðàìåòðà!). Èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé
êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êó (p0, q0) ñ òî÷êîé (p, q), è îò âûáîðà
êðèâîé íå çàâèñèò (ïîñêîëüêó èíòåãðàë çàìêíóòîé ôîðìû ïî ëþáîé
çàìêíóòîé êðèâîé ðàâåí íóëþ).
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Ïîëîæèì

S(p, q, t) = −St(p, q)

è áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòó ôóíêöèþ êàê ôóíêöèþ íà ðàñøèðåííîì
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ÷àñòíîñòè, â ïîëíûé äèôôåðåíöèàë

dS =
∂S

∂p
dp+

∂S

∂q
dq +

∂S

∂t
dt = −dSt +

∂S

∂t
dt

áóäåò âõîäèòü ÷ëåí ñ dt. Ïîëó÷àåì

p dq −H dt = P dQ−K dt+ dS, (1)

ãäå

K = H − ∂S

∂t
.

Ôóíêöèÿ S íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé êàíîíè÷åñêîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ g(t).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèþ S ìîæíî âûðàçèòü êàê ôóíêöèþ îò

q è Q, òî åñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ S1(q,Q, t), òàêàÿ, ÷òî

S(p, q, t) = S1(q,Q(p, q, t), t).

Â ýòîì ñëó÷àå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ ñâîáîä-
íûì, à ôóíêöèÿ S1 íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ñâîáîäíîãî
êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ñëåäóåò ïîíèìàòü, ÷òî ôóíêöèÿ S1

îïðåäåëåíà íå íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, à íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè
äâóõ êîíôèãóðàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ.
Âûðàçèì âñå âûðàæåíèÿ, ôèãóðèðóþùèå â ôîðìóëå (1), ÷åðåç q

è Q. Ïîëó÷èì

dS1 = p dq − P dQ− (H −K)dt.

Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíê-
öèè S1:

∂S1

∂q
= p,

∂S1

∂Q
= −P, ∂S1

∂t
= K −H. (2)

Ìû çíàåì, ÷òî â êîîðäèíàòàõ (P,Q), èíòåãðàëüíûå êðèâûå èñõîä-
íîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþò òîæå ãàìèëüòîíîâûì
óðàâíåíèÿì ñ ãàìèëüòîíèàíîì K. Åñëè ãàìèëüòîíèàí ðàâåí òîæäå-
ñòâåííî íóëþ, òî ðåøåíèå ñîîòâåòñâóþùåé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû
íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà (âñå ðåøåíèÿ ïîñòîÿííûå, òî åñòü íå çàâè-
ñÿò îò âðåìåíè). Ïîýòîìó ìû õîòèì ïîäîáðàòü òàêîå êàíîíè÷åñêîå
ïðåîáðàçîâàíèå g(t), ïîñëå êîòîðîãî ãàìèëüòîíèàí K áóäåò ðàâåí
0.
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Êàê âèäíî èç óðàâíåíèé (2), ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ S1 òàêîãî
êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ
Ãàìèëüòîíà�ßêîáè:

∂S1

∂t
+H(

∂S1

∂q
, q, t) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòûQ ÿâëÿþòñÿ â ýòîì óðàâíåíèè ïàðàìåòðà-
ìè. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè.
Òî÷íåå, ñåìåéñòâà ðåøåíèé, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ Q äîñòàòî÷-
íî íåâûðîæäåííûì îáðàçîì. Åùå òî÷íåå, çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåò-
ðîâ Q äîëæíà áûòü òàêîé, ÷òîáû óðàâíåíèå

∂S1

∂Q
= −P

ìîæíî áûëî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî q (ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëü-
íî). Äëÿ ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ, äîñòàòî÷íî ïî-

òðåáîâàòü, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ∂2S1

∂q ∂Q
áûë îòëè÷åí îò íóëÿ.

Ýòî âûòåêàåò èç òåîðåìû îá îáðàòíîé ôóíêöèè.
Äîïóñòèì, ÷òî ìû íàøëè òàêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

Ãàìèëüòîíà�ßêîáè S1(q,Q, t). Ðåøåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â
êîîðäèíàòàõ (P,Q) èìåþò âèä P = P0 = const, Q = Q0 = const.
Ôóíêöèè q(t) ìû íàõîäèì, ðåøàÿ ñèñòåìó

∂S1

∂Q
(q(t), Q0, t) = −P0.

(ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ýòó ñèñòåìó ìîæíî ðåøèòü). Íàêîíåö,
ôóíêöèè p(t) íàõîäèì ïî ôîðìóëå

p(t) =
∂

∂q
S1(q(t), Q0, t).

Â ñëó÷àå, êîãäà ãàìèëüòîíèàí íå çàâèñèò îò âðåìåíè, ìåòîä
íåñêîëüêî óïðîùàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êà-
íîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå g : R2n → R2n, íå çàâèñÿùåå îò âðåìå-
íè. Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû òî÷êè g(p, q) ÷åðåç P (p, q) è Q(p, q). Ìû
çíàåì, ÷òî

p dq − P dQ = dS,

ãäå S = S(p, q) � ôóíêöèÿ íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, íå çàâèñÿùàÿ
îò âðåìåíè. Êàê è ðàíüøå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòó ôóíêöèþ ìîæíî
âûðàçèòü ÷åðåç êîîðäèíàòû q è Q:

S(p, q) = S1(q,Q(p, q)).
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×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè S1 ðàâíû

∂S1

∂q
= p,

∂S1

∂Q
= −P.

Íîâûé ãàìèëüòîíèàí ñîâïàäàåò ñî ñòàðûì, òîëüêî åãî íóæíî çàïè-
ñàòü â íîâûõ êîîðäèíàòàõ. Êîíå÷íî, íèêàêèì âûáîðîì ñèñòåìû êî-
îðäèíàò ìû íå äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû íåíóëåâîé ãàìèëüòîíèàí ñòàë
íóëåâûì. Îäíàêî, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî òàê ñäåëàòü, ÷òîáû
íîâûé ãàìèëüòîíèàí çàâèñåë òîëüêî îò Q è íå çàâèñåë îò P :

K = K(Q) (= H(p, q))

Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà ñ òàêèì ãàìèëüòîíèàíîì òîæå ëåãêî ðåøà-
þòñÿ:

Q = Q0, P = −
∫
∂K

∂Q
(Q0)dt =

∂K

∂Q
(Q0)(t0 − t).

Îñòàëîñü íàéòè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ S1. Îíà óäîâëåòâîðÿåò
òàêîìó óïðîùåííîìó âàðèàíòó óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè:

H

(
∂S1

∂q
, q

)
= K = const

(áóäåì íàçûâàòü ýòî óðàâíåíèå ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì
Ãàìèëüòîíà�ßêîáè). Êàê è ðàíüøå, êîîðäèíàòû Q âõîäÿò â ýòî
óðàâíåíèå òîëüêî êàê ïàðàìåòðû. Åñëè ìû íàéäåì ðåøåíèå
ýòîãî óðàâíåíèÿ, çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òî
óðàâíåíèå ∂S1

∂Q
= −P ìîæíî áóäåò ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî q, òî

ðåøåíèå èñõîäíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü íàéäåíî
ÿâíî. Èìåííî, q(t) íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

∂S1

∂Q
(q(t), Q0, t) = −P (t) = ∂K

∂Q
(Q0)(t− t0),

à p(t) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

p(t) =
∂S1

∂q
(q(t), Q0, t).

15. Ñåìèíàð: ìåòîä Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êåïëåðà. Ãàìèëüòîíèàí â çàäà÷å Êåïëåðà
ìîæíî çàïèñàòü â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H =
1

2m

(
p2r +

p2ϕ
r2

)
− α

r
.
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Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè âûãëÿäèò òàê:

1

2m

((
∂S

∂r

)2

+
1

r2

(
∂S

∂ϕ

)2
)

− α

r
= K = const.

Ìû çäåñü ïèøåì S âìåñòî S1, ÷òîáû íåìíîãî óïðîñòèòü îáîçíà÷å-
íèÿ. Ïîëîæèì Q1 = K. Åñòåñòâåííî èñêàòü òàêèå ðåøåíèÿ âûïè-
ñàííîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ

∂S

∂ϕ
= Q2 = const.

Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé S, èìååì

S = Q2ϕ+ f(r),

ãäå ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò òàêîìó îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ:

f ′(r)2 +
Q2

2

r2
= 2m

(
Q1 +

α

r

)
.

Ïîëó÷àåì

f(r) =

∫
dr

√
2m
(
Q1 +

α

r

)
− Q2

2

r2
.

Òåïåðü r(t), ϕ(t) íàõîäÿòñÿ èç ñëåäóþùèõ ôîðìóë:

∂S

∂Q1

=

∫
mdr√

2m
(
Q1 +

α
r

)
− Q2

2

r2

= t− t0,

∂S

∂Q2

= ϕ−
∫

Q2 dr/r
2√

2m
(
Q1 +

α
r

)
− Q2

2

r2

= ϕ0.

Îñòàëîñü òîëüêî âçÿòü èíòåãðàëû è ðåøèòü óðàâíåíèÿ.
Îáñóäèì åùå îäèí ïðèìåð èç ãåîìåòðèè. Ïóñòü íà íåêîòîðîé

ïîâåðõíîñòè (íàïðèìåð, íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå â R2) çàäàí
ëàãðàíæèàí, ÿâëÿþùèéñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îò ñêîðîñòåé (êî-
ýôôèöèåíòû ýòîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, êîíå÷íî, ìîãóò çàâèñåòü
îò êîîðäèíàò). Áîëåå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà îò ñêîðîñòåé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Òîãäà îíà íàçûâà-
åòñÿ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðèìàíîâà ìåòðèêà �
ýòî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îïðåäåëåí-
íàÿ íà êàæäîé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè, è ãëàäêî çà-
âèñÿùàÿ îò òî÷êè. Â êàæäîé îòäåëüíîé òî÷êå, ýòó êâàäðàòè÷íóþ
ôîðìó ìîæíî ïðèâåñòè ê ñóììå êâàäðàòîâ. Òàêèì îáðàçîì, â êàæ-
äîé îòäåëüíî âçÿòîé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ
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åâêëèäîâà ñòðóêòóðà. Ïðàâäà, ýòè ñòðóêòóðû íå ñêëåèâàþòñÿ, âî-
îáùå ãîâîðÿ, â åâêëèäîâó ñòðóêòóðó íà âñåé ïîâåðõíîñòè (èìååòñÿ
èíâàðèàíò, íàçûâàåìûé êðèâèçíîé, êîòîðûé èçìåðÿåò îòêëîíåíèå
ðèìàíîâîé ìåòðèêè îò åâêëèäîâîé). Íî â ëþáîì ñëó÷àå, ó êàæäî-
ãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà îïðåäåëåíà äëèíà, à ñëåäîâàòåëüíî, ìîæ-
íî ãîâîðèòü î äëèíàõ ãëàäêèõ êðèâûõ. Ãåîäåçè÷åñêèìè íàçûâàþò-
ñÿ òðàåêòîðèè ëàãðàíæèàíà, ñîâïàäàþùåãî ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî êðèâûìè
ìèíèìàëüíîé äëèíû. Ãëîáàëüíî, ýòî ìîæåò áûòü íå âåðíî.
Ïðèìåíèì ìåòîä Ãàìèëüòîíà�ßêîáè äëÿ íàõîæäåíèÿ ãåîäåçè÷å-

ñêèõ òàêîé ðèàìíîâîé ìåòðèêè:

L(q1, q2, q̇1, q̇2) = (A1 − A2)(B1q̇
2
1 −B2q̇

2
2).

Çäåñü A1 è B1 � ýòî ôóíêöèè òîëüêî îò q1, à A2 è B2 � ýòî ôóíêöèè
òîëüêî îò q2. Âûïèñàííàÿ ìåòðèêà íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé Ëèóâèë-
ëÿ. Ìíîãèå ìåòðèêè, âñòðå÷àþùèåñÿ â ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ,
ÿâëÿþòñÿ ìåòðèêàìè Ëèóâèëëÿ, íî ÷òîáû ýòî óâèäåòü, íóæíî, âî-
îáùå ãîâîðÿ, ïåðåéòè ê äðóãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
×òîáû íàéòè ãåîäåçè÷åñêèå â ìåòðèêå Ëèóâèëëÿ, íóæíî ñíà÷àëà

ïåðåéòè îò ëàãðàíæèàíà ê ãàìèëüòîíèàíó ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ëåæàíäðà. Ïîëó÷àåì

H =
1

2

1

A1 − A2

(
p21
B1

− p22
B2

)
.

Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè èìååò òàêîé âèä:

1

B1

(
∂S

∂q1

)2

− 1

B2

(
∂S

∂q2

)2

= 2K(A1 − A2).

Ìîæíî ïåðåíåñòè â ëåâóþ ÷àñòü, âñå ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå q1, à â
ïðàâóþ ÷àñòü � âñå ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå q2:

1

B1

(
∂S

∂q1

)2

− 2KA1 =
1

B2

(
∂S

∂q2

)2

− 2KA2.

Ðàç ëåâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò q2, à ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò q1, òî
îáå ÷àñòè íå çàâèñÿò íè îò q1, íè îò q2, òî åñòü îáå ÷àñòè êîíñòàíòû.
Òî÷íåå, îäíà è òà æå êîíñòàíòà. Îáîçíà÷èì ýòó êîíñòàíòó ÷åðåç
Q2, à çà Q1 ïðèìåì, êàê è ðàíüøå, K. Èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííûå
óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì:

S =

∫ √
B1(2Q2A1 +Q1)dq1 +

∫ √
B2(2Q2A2 +Q1)dq2.
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Òåïåðü óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû

∂S

∂Q1

= −P1 = const,
∂S

∂Q2

= t− t0.

Îáû÷íàÿ ìåòðèêà íà ýëëèïñîèäå, ÿâëÿþùàÿñÿ îãðàíè÷åíèåì íà
ýëëèïñîèä ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé ìåòðèêè â R3, ÿâëÿåòñÿ ìåòðè-
êîé Ëèóâèëëÿ. Óêàçàííûé âèä îíà ïðèìåò â ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò. Â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, êîîðäèíàòíûìè ïîâåðõíîòÿ-
ìè (ò.å. ïîâåðõíîñòÿìè, íà êîòîðûõ îäíà èç êîîðäèíàò ïîñòîÿííà)
ÿâëÿþòñÿ êâàäðèêè, ñîôîêóñíûå äàííîìó ýëëèïñîèäó. Ïî÷òè ÷åðåç
âñÿêóþ òî÷êó ïðîõîäèò òðè òàêèå êâàäðèêè, îíè âçàèìíî ïåðïåí-
äèêóëÿðíû.

16. Ãàìèëüòîíîâà ìåõàíèêà è óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè

ïðîèçâîäíûìè

Èäåè ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè ïîìîãàþò ðåøàòü óðàâíåíèÿ ñ
÷àñòíûìè ïðîçâîäíûìè. Íà÷íåì ñ óæå çíàêîìîãî ïðèìåðà � óðàâ-
íåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

∂S

∂t
+H(

∂S

∂q
, q, t) = 0.

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ðåøèòü, èíòåãðèðóÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ãà-
ìèëüòîíîâó ñèñòåìó. Ïðåæäå, ÷åì îáñóæäàòü ýòî ïîäðîáíî, îòìå-
òèì, ÷òî óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè íå ÿâëÿåòñÿ ÷åì-òî î÷åíü
ñïåöèàëüíûì. Ôóíêöèÿ H � ýòî ãàìèëüòîíèàí, íî ãàìèëüòîíèàí
ìîæåò áûòü ïî÷òè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé. Ïî êðàéíåé ìåðå, ãà-
ìèëüòîíîâó ñèñòåìó ìîæíî ðåøàòü âîîáùå äëÿ ëþáîãî ãàìèëüòî-
íèíà. Ïðàâäà, äëÿ ðåøåíèÿ óðàâåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè, íàì ïî-
íàäîáèòñÿ ïåðåéòè îò ãàìèëüòîíèàíà ê ëàãðàíæèàíó, à ýòî òðåáóåò
íåêîòîðûõ óñëîâèé (ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà îïðåäåëåíî íå äëÿ
âñåõ ôóíêöèé). ×òî ýòî çà óñëîâèÿ, ìû óæå îáñóæäàëè. Ìîæåò ïî-
êàçàòüñÿ, ÷òî íàëè÷èå ÷ëåíà ∂S

∂t
âûäåëÿåò óçêèé êëàññ óðàâíåíèé

ïåðâîãî ïîðÿäêà. Íî ýòî òîæå íå òàê. Ïî÷òè ëþáîå óðàâíåíèå ïåð-
âîãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèþ S(q, t), íå ñîäåðæàùåå ÿâíîé çàâèñèìîñòè
îò S, ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ∂S

∂t
(ïî êðàéíåé

ìåðå, â ïðèíöèïå � ÿâíîé ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ ìîæåò è íå áûòü).
Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè � ýòî ïî÷òè òî æå
ñàìîå, ÷òî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà,
íå ñîäåðæàùèå ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò S (ò.å. óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþ-
ùèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ q ñî çíà÷åíèÿìè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ôóíêöèè S, íî íå ñî çíà÷åíèåì ñàìîé ôóíêöèè S).
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Îáñóäèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè: Äà-
íà ôóíêöèÿ S0(q). Íàéòè ðåøåíèå S(q, t) óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�
ßêîáè, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ S(q, 0) = S0(q).
Ýòà çàäà÷à âïîëíå àíàëîãè÷íà çàäà÷å Êîøè äëÿ îáûêíîâåííî-
ãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî äàæå
èíòåðïðåòèðîâàòü óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè êàê îáûêíîâåí-
íîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, íî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî ïðîñòðàíñòâî âñåõ äî-
ñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé îò q. ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂S

∂t
ìîæåò

áûòü ïîíÿòà êàê ñêîðîñòü òî÷êè â íàøåì áåñêîíå÷íîìåðíîì ôà-
çîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ê ñîæàëåíèþ, îáû÷íàÿ òåîðèÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íå ðàáîòàåò äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ
ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Íàïðèìåð, òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè î÷åíü ÷àñòî íàðóøàåòñÿ.
Îáñóäèì òåïåðü áîëåå ïîäðîáíî, êàê ðåøàòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ

óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè ïðè óñëîâèè, ÷òî ìû ìîæåì ïðîèí-
òåãðèðîâàòü ñîîòâåòñâóþùóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó.
1. Ðåøèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó

ṗ = −∂H
∂q

, q̇ =
∂H

∂p

ñ ïðîèçâîëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè p(0) = p0, q(0) = q0.
2. Íàéäåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L(q, q̇, t) êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ëå-

æàíäðà îò ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà.
3. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó q0 è ïîëîæèì p0 = ∂S0

∂q
(q0).

Ïóñòü q(t) � íàéäåííàÿ â ï.1 òðàåòîðèÿ. Òîãäà

S(q(t), t) = S0(q0) +

∫ t

0

L(q(τ), q̇(τ), τ) dτ.

Ýòà ôîðìóëà çàäàåò ðåøåíèå (íåÿâíî), ò.ê. âñÿêàÿ òî÷êà (q, t) (ñêà-
æåì, äîñòàòî÷íî áëèçêàÿ ê ãèïåðïîâåðõíîñòè t = 0) èìååò âèä
(q(t), t) ïðè íåêîòîðîì âûáîðå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ q0. Ðàçáåðåì êîí-
êðåòíûé ïðèìåð.
Ïðèìåð. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè

∂S

∂t
+
a

2

(
∂S

∂x

)2

= 0, S(x, 0) =
bx2

2
.

Èìååì:

H =
ap2

2
, L =

ẋ2

2a
.

Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà èìåþò âèä

ṗ = 0, ẋ = ap
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è ëåãêî ðåøàþòñÿ:

p = p0, x = ap0t+ x0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ôîðìóëå p0 = ∂S0

∂q
(q0), èìååì p0 = bx0. Ñëå-

äîâàòåëüíî,

x = x0 + abx0t, x0 =
x

1 + abt
.

Èìååì:

S(x, t) =
bx20
2

+

∫ t

0

ap20
2
dτ =

bx20
2

+
ab2x20t

2
=
b

2

(
x2

1 + abt

)
.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî ýòà
ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíî ðåøàåò äàííóþ çàäà÷ó Êîøè.
Ïîëüçóÿñü ïîõîæèìè èäåÿìè, îáñóäèì áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé ëè-

íåéíîãî óðàâíåíèÿ

a1
∂S

∂q1
+ · · ·+ an

∂S

∂qn
= 0,

â êîòîðîì ai � ýòî ôóíêöèè îò êîîðäèíàò q1, . . . , qn. Ðàññìîòðèì
âåêòîðíîå ïîëå A ñ êîîðäèíàòàìè (a1, . . . , an):

A = a1
∂

∂q1
+ · · ·+ an

∂

∂qn
.

Òîãäà, î÷åâèäíî, âûïèñàííîå óðàâíåíèå èìååò âèä AS = 0. Îíî
ãîâîðèò î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ S ïîñòîÿííà âäîëü èíòåãðàëüíûõ êðè-
âûõ âåêòîðíîãî ïîëÿ A. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåøèòü óðàâíåíèå
AS = 0 ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, íàì äîñòàòî÷íî ðåøèòü ñèñòå-
ìó q̇ = A îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à ïîòîì
ïîëîæèòü ôóíêöèþ S ðàâíîé êîíñòàíòå íà êàæäîé òðàåêòîðèé, íî
äëÿ êàæäîé òðàåêòîðèè êîíñòàíòà áóäåò ñâîÿ. ×òîáû ôóíêöèÿ S
ãëàäêî çàâèñåëà îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ, íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
ýòà êîíñòàíòà ãëàäêî çàâèñåëà îò òðàåêòîðèè.
Ïóñòü Γ � íåêîòîðàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü, òðàíñâåðñàëüíàÿ ïîëþ

A. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè AS = 0, S|Γ = S0, ãäå S0 � ýòî çàäàí-
íàÿ ôóíêöèÿ íà ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè èìååò
ñëåäóþùèé (íåÿâíûé) âèä: S(q) = S(q0), ãäå q0 � ýòî òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé ïîëÿ A, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó q, ñ
ãèïåðïîâåðõíîñòüþ Γ.
Ïðèìåð. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

−y∂S
∂x

+ x
∂S

∂y
= 0.
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Ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðíîå ïîëå A èìååò âèä (y,−x). Åãî èíòå-
ãðàëüíûå êðèâûå íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé
ẋ = −y, ẏ = x:

x = R cos t, y = R sin t.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëüíûå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè ñ
öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Íàøà èñêîìàÿ ôóíêöèÿ S äîëæíà
áûòü ïîñòîÿííà íà êàæäîé òàêîé îêðóæíîñòè. Ýòî ãîâîðèò îò òîì,
÷òî ôóíêöèÿ S íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî îò x2+y2:

S(x, y) = f(x2 + y2).

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî íå ëþáàÿ çàäà÷à Êîøè íà ïðÿìîé
y = 0 èìååò ðåøåíèå. ×òîáû çàäà÷à Êîøè S(x, 0) = S0(x) èìåëà
ðåøåíèå, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ôóíêöèÿ S0 áûëà ÷åòíîé: S0(−x) =
S0(x).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå AS = g,

ãäå g � äàíííàÿ ôóíêöèÿ. Îíî ðåøàåòñÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî. Ïî-
ïðåæíåìó, ïåðâûé øàã � íàõîæäåíèå èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ñèñòå-
ìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé q̇ = A. Ðåøåíèå
íàõîäèòñÿ èç íåÿâíîé ôîðìóëû

S(q(t)) = S(q(0)) +

∫ t

0

g(q(τ))dτ.

Íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî. Íàïðèìåð,
åñëè ìû ðåøàåì çàäà÷ó Êîøè S|Γ = S0, ãäå Γ � ýòî íåêîòîðàÿ
ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü, à S0 � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ íà ýòîé ãè-
ïåðïîâåðõíîñòè, òî ìîæíî âûáèðàòü íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè âñåãäà
òàê, ÷òîáû òî÷êà q(0) ëåæàëà íà ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ.
Ïðèìåð. Ðåøèì íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå

−y∂S
∂x

+ x
∂S

∂y
= 1.

Âåêòîðíîå ïîëå A � òî æå ñàìîå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.
Èìååì ïî îáùåé ôîðìóëå:

S(x(t), y(t)) = S(R, 0) + t.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà÷àëüíîå óñëîâèå S(x, 0) = S0(x) äîëæíî óäî-
âëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ S0(−x) = S0(x) + π ïðè x > 0, ÷òîáû ñóùå-
ñòâîâàëî õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå ñ äàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì. Íî
ãëàäêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óðàâíåíèþ,
íå ñóùåñòâóåò! Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó óðàâíå-
íèþ, ðàçðûâíà â íóëå!


