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1. a) Ïîêàæèòå, ÷òî Γ(z) - âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ò.å., Γ̄(z) = Γ(z̄) ∀z ∈ C;
á) Ïîêàæèòå, ÷òî Γ(z) áûñòðî óáûâàåò íà ìíèìîé îñè, à èìåííî: äëÿ âñÿêîãî ÷èñòî

ìíèìîãî ÷èñëà z = iy, y ∈ R,

|Γ(iy)| =
√

π

y sh πy

2. Ïóñòü f(x) -íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà x ≥ 0, òàêàÿ, ÷òî ∀A > 0

èíòåãðàë
∫ +∞
A

f(x)dx
x

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b > 0 èíòåãðàë
Ôðóëëàíè∫ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ è ðàâåí f(0) log

b

a
.

3.∗ Ïîëüçóÿñü èíòåãðàëîì Ôðóëëàíè, ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêèõ ïîëîæèòåëüíûõ a1, ...ak,
b1, ..., bk òàêèõ, ÷òî a1 + ...+ ak = b1 + ...+ bk,

∞∏
n=0

(a1 + n) · · · (ak + n)

(b1 + n) · · · (bk + n)
= exp

∫ ∞
0

∑k
i=1

(
e−bit − e−ait

)
1− e−t

dt

t
, , ai, bj > 0,

∑
ai =

∑
bj.

4. a)** Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàë Ôðóëëàíè ìîæíî ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

äëÿ ôóíêöèè ψ(x) = d log Γ(x)
dx

. Äëÿ ýòîãî â ôîðìóëå Γ′(x) =
∫∞

0
e−ttx log tdt

t
, ïîëó-

÷åííîé äèôôåðåíöèèðîâàíèåì ýéëåðîâà èíòåãðàëà, ñëåäóåò çàìåíèòü ëîãàðèôì íà
ïîäõîäÿùèé èíòåãðàë Ôðóëëàíè. Âûâåäèòå òàêèì îáðàçîì ôîðìóëó Äèðèõëå

d log Γ(x)

dx
=

∫ ∞
0

(
e−t − 1

(1 + t)x

)
dt

t
, Rex > 0

á)* Äîâåäèòå ôîðìóëó Äèðèõëå äî èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ log Γ(x):

log Γ(x) =

∫ ∞
0

(
(x− 1)e−t − (1 + t)−1 − (1 + t)−x

log(1 + t)

)
, Rex > 0

5. a) Ïóñòü f(x) - áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D−1f(x)
íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë D−1 f(x) =

∫ x
0
f(t)dt. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî D ·D−1f(x) =

f(x) è D−1·D f(x) = f(x), åñëè f(0) = 0. Çäåñü D - îïåðàöèÿ âçÿòèÿ ïðîèçâîäíîé.
Ïóñòü D−n f(x) =

(
D−1

)n
f(x). Ïîêàæèòå, ÷òî

D−n f(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

0

(x− t)n−1f(t)dt.

á)* Îáîáùèòå ïðåäûäóùóþ ôîðìóëó, çàìåíèâ −n íà ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî
ñ îòðèöàòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ. Ïîêàæèòå, ÷òî òàê îïðåäåëåííûå äðîáíûå
ïðîèçâîäíûå óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó DαDβ = Dα+β

c)** Ïðåäúÿâèòå àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ïî ïàðà-
ìåòðó z ïîñòðîåííîãî ñåìåñòâà îïåðàòîðîâ Dz. ×åìó ðàâíî D0 f(x)?

6. a) Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä Ýéçåíøòåéíà
∑

e
n∈Z

(−1)n

z+n
- íå÷åòíàÿ àíòèïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ ñ ïîëóïåðèîäîì 1
á)* Âûâåäèòå òîæäåñòâî

π

sin πz
=
∑

e
n∈Z

(−1)n

z + n
.

7.∗ Âûâåäèòå òîæäåñòâî ∑
n≥1

1

n4
=
π4

90
.

8.∗∗ Âûâåäèòå ôîðìóëó ñëîæåíèÿ êîòàíãåíñîâ, ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèåì êîòàíãåíñà ðÿ-
äîì Ýéçåíøòåéíà.


