
Ëèñòîê 5

Çàäà÷è, îòìå÷åííûå çâåçäî÷êîé, íóæíî ñäàòü ïèñüìåííî. Êðàéíèé ñðîê ñäà÷è
âñåõ çàäà÷ (ïèñüìåííûõ è óñòíûõ) � 14.11.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü β � ãëàäêàÿ 1-ôîðìà íà ìíîãîîáðàçèè M , à α � ãëàäêàÿ 2-
ôîðìà íà ìíîãîîáðàçèè M , òàêàÿ, ÷òî

α(A,B) = Aβ(B)−Bβ(A)

äëÿ ëþáîé ïàðû êîììóòèðóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé A è B. Äîêàæèòå, ÷òî α =
dβ.

Çàäà÷à 2. * Ïðîâåðüòå, ÷òî äèôôåðåíöèàë âñÿêîé ãëàäêîé 2-ôîðìû α, îïðåäå-
ëåííûé ïî ôîðìóëå

dα(X, Y, Z) = Xα(Y, Z) + Zα(X,Y ) + Y α(Z,X)−
−α([X, Y ], Z)− α([Z,X], Y )− α(Y, [Z,X]).

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé 3-ôîðìîé.

Çàäà÷à 3. Íà òîðå T 2 = R2/Z2 ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) (ýòè êîîðäèíàòû ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ êàê äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ïî ìîäóëþ öåëûõ), ðàññìîòðèì äèôôåðåí-
öèàëüíóþ ôîðìó α = dx ∧ dy. ßâëÿåòñÿ ëè ýòà ôîðìà òî÷íîé?

Çàäà÷à 4. Ïóñòü ω ∈ Λn(V ∗) � íåíóëåâàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ñ ïîñòîÿí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè íà âåùåñòâåííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V . Äîêàæèòå,
÷òî îòîáðàæåíèå v 7→ ιvω óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè V
è Λn−1(V ∗) (çíà÷îê Λk îáîçíà÷àåò k-óþ âíåøåíþþ ñòåïåíü).

Çàäà÷à 5. * Ðàññìîòðèì âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü y > 0 ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîð-
ìîé

ω = y dx ∧ dy.

Íàéäèòå ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå, ñîîòâåòñòâóþùåå ãàìèëüòîíèàíó H =
ex + y.

Çàäà÷à 6. * Â ïðîñòðàíñòâå R4 ñ êîîðäèíàòàìè (x1, x2, x3, x4) çàäàíà ïîñòîÿííàÿ
2-ôîðìà

ω = 3 dx1 ∧ dx2 + dx1 ∧ dx3 + 5 dx3 ∧ dx4.

Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòà ôîðìà ñèìïëåêòè÷åñêàÿ. Íàéäèòå êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîë-
íåíèå ê ïëîñêîñòè x3 = x4 = 0 îòíîñèòåëüíî ôîðìû ω.

Çàäà÷à 7. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå íà R2 ñ êîîðäèíàòàìè (x,−y + sin x).
ßâëÿåòñÿ ëè ýòî âåêòîðíîå ïîëå ãàìèëüòîíîâûì îòíîñèòåëüíî ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ω = dx ∧ dy? Åñëè äà, òî íàéäèòå ãàìèëüòîíèàí.
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