
Ëèñòîê 4. Ãàðìîíè÷åñêèå îñöèëëÿòîðû

Âñå çàäà÷è â ýòîì ëèñòêå, êðîìå îòìå÷åííûõ çâåçäî÷êîé, ÿâëÿþòñÿ îáÿçàòåëüíûìè.

Êðàéíèé ñðîê ñäà÷è ïèñüìåííûõ ðåøåíèé � 24 íîÿáðÿ.

1. Â ìîäåëè îäíîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà, çàäàâàåìîãî ãàìèëü-

òîíèàíîì H = P 2
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(a) Îïðåäåëèòå, êàê ýâîëþöèîíèðóþò â êàðòèíå Ãåéçåíáåðãà îïåðàòîðû a(t), Q(t),
P (t), ïîëàãàÿ èçâåñòíûìè èõ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ (a(0) = a0 è ò.ï.). Ñðàâíèòå
ýâîëþöèþ ñðåäíèõ çíà÷åíèé íàáëþäàåìûõ Q(t), P (t) (â ïðîèçâîëüíîì ñîñòîÿíèè
êâàíòîâîé ñèñòåìû) ñ ýâîëþöèåé êîîðäèíàòû è èìïóëüñà êëàññè÷åñêîãî ãàðìî-
íè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

(b) Âû÷èñëèòå äèñïåðñèþ íàáëþäàåìûõ Q è P â n-÷àñòè÷íîì ñîñòîÿíèè. Ñðàâíè-
òå çíà÷åíèå ∆Q∆P â n-÷àñòè÷íîì ñîñòîÿíèè c îãðàíè÷åíèåì, íàêëàäûâàåìûì
ñîîòíîøåíèåì íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà.

2. Îñöèëëÿòîð â ãîëîìîðôíîì ïðåäñòàâëåíèè.
Íà ïðîñòðàíñòâå D ôóíêöèé âèäà
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∑
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|Cn|2 <∞, z ∈ C,

ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäàíî ôîðìóëîé
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d2z, ãäå d2z = dRe(z) dIm(z) = |z| d|z| dArg(z).

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè en(z) = zn
√

n!
îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â D.

(b) Ñîïîñòàâèâ n-÷àñòè÷íûì ñîñòîÿíèÿì êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà áàçèñíûå ôóíê-
öèè en(z), ïîñòðîéòå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ-óíè÷òîæåíèÿ a† è a â
ïðîñòðàíñòâå D.

3. Êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ.
Êîãåðåíòíûìè íàçûâàþòñÿ ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà, ÿâëÿþùèåñÿ
ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà óíè÷òîæåíèÿ:

a φz = z φz, |φz|2 = 1.

Îíè îïðåäåëåíû ïðè âñåõ z ∈ C.

(a) Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ φz â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî n-
÷àñòè÷íûì ñîñòîÿíèÿì.

(b) Îïðåäåëèòå, êàê ýâîëþöèîíèðóåò êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå â êàðòèíå Øðåäèíãåðà.

(c) Âû÷èñëèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà â êîãåðåíòíîì ñî-
ñòîÿíèè φz. Îïðåäåëèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýíåðãèÿ êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà
â ñîñòîÿíèè φz ïðèíèìàåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå En = ~ω(n+ 1/2).

(d) Íàéäèòå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è äèñïåðñèè íàáëþäàåìûõ Q è P â ñîñòîÿíèè φz.
Ñðàâíèòå çíà÷åíèå ∆Q∆P â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè c îãðàíè÷åíèåì, íàêëàäû-
âàåìûì ñîîòíîøåíèåì íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà.



(e)* Ïîñòðîéòå âîëíîâóþ ôóíêöèþ Φz(x) êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ, ò.å. âåêòîð â êî-
îðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, îòâå÷àþùèé ñîñòîÿíèþ φz. Îïðåäåëèòå ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî êîîðäèíàòà Q êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà â
ñîñòîÿíèè φz ïðèíèìàåò çíà÷åíèå x. (Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëå-
íèÿ n-÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé.)

(f)* Äîêàæèòå çàìêíóòîñòü íàáîðà êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé:

ψ =
1

π

∫
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(φz, ψ)φz d
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ãäå ψ - ïðîèçâîëüíîå ÷èñòîå ñîñòîÿíèå êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà. (Óêàçàíèå. Èñïîëü-
çóéòå ðàçëîæåíèå ψ è φz ïî n-÷àñòè÷íûì ñîñòîÿíèÿì.)
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4. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà ñèñòåìà ãðóçèêîâ ìàññû m íà ïðóæèíêàõ æåñòêîñòè k. Ãðó-
çèêè ìîãóò äâèãàòüñÿ âäîëü ïî ãîðèçîíòàëè.

(a) Ñîñòàâüòå ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò
îòêëîíåíèÿ xi, i = 1, 2, ãðóçèêîâ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîäáåðèòå îðòîãî-
íàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò

x′i =
∑
j

Oijxj, ||Oij|| � âåùåñòâåííàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà,

òàêîå, ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû â íîâûõ êî-
îðäèíàòàõ x′i áûëà äèàãîíàëüíîé. Êàê ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè èçìåíÿþòñÿ
îáîáùåííûå èìïóëüñû {pi} 7→ {p′i}? Êàê ïðåîáðàçóåòñÿ ãàìèëüòîíèàí? Ïðîâåðü-
òå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå {xi, pi} 7→ {x′i, p′i} ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì, ò.å. ñîõðàíÿåò
íåèçìåííûìè ñêîáêè Ïóàññîíà. Îïðåäåëèòå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé ñè-
ñòåìû ãðóçèêîâ è ïîñòðîéòå îáùåå ðåøåíèå êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

(b) Ïðîâåäèòå êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå ñèñòåìû â ïåðåìåííûõ {x′i, p′i} (îòëè÷àåòñÿ
ëè îíî îò êàíîíè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ â ïåðåìåííûõ {xi, pi}?). Ïîñòðîéòå äâå

ïàðû îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ-óíè÷òîæåíèÿ a†i è ai:

[ai, a
†
j] = δij, [ai, aj] = [a†i , a

†
j] = 0,

è âûðàçèòå ÷åðåç íèõ ãàìèëüòîíèàí. Ïîñòðîéòå ïðîñòðàíñòâî Ôîêà ñîñòîÿíèé
êâàíòîâîé ñèñòåìû, ïðåäïîëàãàÿ íàëè÷èå â íåì åäèíñòâåííîãî âàêóóìíîãî âåê-
òîðà ψ0: ai ψ0 = 0, i = 1, 2. Îïðåäåëèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà
(ò.å. âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè êâàíòîâîé ñèñòåìû) è ïîñòðîéòå îðòîíîðìè-
ðîâàííûé áàçèñ åãî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

(c) Îáîçíà÷èì ψ1 è ψ2 � ïàðó íîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ãàìèëüòîíèà-
íà, íàèáîëåå áëèçêèõ ïî ýíåðãèè ê âàêóóìíîìó ñîñòîÿíèþ ψ0. Ïîñòðîéòå ÷èñòîå
ñîñòîÿíèå ξ, ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðó ψ1 + ψ2, è ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå σ, â êî-
òîðîì ñèñòåìà ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ñîñòîÿíèé ψ1 è ψ2.
Ñðàâíèòå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è äèñïåðñèè ýíåðãèè â ñîñòîÿíèÿõ ξ è σ.

(d)* Âû÷èñëèòå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êâàíòîâûõ íàáëþäàåìûõ X ′
i, P

′
i , Xi, Pi â ñîñòîÿ-

íèÿõ ξ è σ. Ñðàâíèòå äèñïåðñèè êàæäîé èç ýòèõ íàáëþäàåìûõ â ñîñòîÿíèÿõ ξ è
σ.



5.** Íà ôîêîâñêîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñèñòåìû íåñêîëüêèõ êâàíòîâûõ îñöèëëÿòî-
ðîâ, çàäàâàåìîé ãàìèëüòîíèàíîì
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îïðåäåëåí åùå îäèí îñöèëëÿòîðíûé ãàìèëüòîíèàí
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ãäå Ω � âåùåñòâåííàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ íåäèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà. (Òàêîå ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, åñëè â ñèñòåìå ãðóçèêîâ èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è
âíåçàïíî îáîðâåòñÿ îäíà èç ïðóæèí.)

Ïîñòðîéòå ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà H2 â
âèäå ðÿäà ïî n-÷àñòè÷íûì ñîñòîÿíèÿì ãàìèëüòîíèàíà H1.

(Ïîäñêàçêà. Äëÿ âàêóóìíîãî âåêòîðà ãàìèëüòîíèàíà H2 ìîæíî èñïîëüçîâàòü àíçàö

exp
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ãäå a†i è ψ0 � îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è âàêóóìíûé âåêòîð ãàìèëüòîíèàíà H1, à U � ñèììåòðè÷åñêàÿ

ìàòðèöà, êîòîðóþ ñëåäóåò ïîäîáðàòü.)

Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ âàêóóìíîãî âåêòîðà ãàìèëüòîíèàíà
H2 ÿâëÿåòñÿ õîðîøî îïðåäåëåííûì âåêòîðîì ôîêîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà?


