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4. òáóóìïåîéñ.

úÁÄÁÞÉ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÌÉ Ä×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÍÉ É ÎÁ ÚÁÞÅÔ ÎÅ ×ÌÉÑÀÔ. úÁÄÁÞÉ Ó Ä×ÕÍÑ
Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÙ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÅÍÏÊ ÌÉÓÔËÁ, ÎÏ ×ÁÖÎÙ É ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ Ó ÔÏÔÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ E, ÂÁÚÏÊ B É ÓÌÏÅÍ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : E → B ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ B ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÅ � : p−1(U) → F (ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ U), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : p−1(U) → U × F ,
ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �(x) = (p(x); �(x)), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.
úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÎÉÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ; ÕËÁÖÉÔÅ (ÇÄÅ ÎÅ ÕËÁÚÁÎÏ
× ÕÓÌÏ×ÉÉ) ÂÁÚÕ, ÓÌÏÊ É ÔÏÔÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï: Á) ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ: E = B×F , p : E → B | ÐÒÏÅËÃÉÑ
ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ; Â) ÐÒÏÅËÃÉÑ ÌÅÎÔÙ íÅÂÉÕÓÁ ÎÁ ÅÅ ÓÒÅÄÎÀÀ ÌÉÎÉÀ; ×) ÐÒÏÅËÃÉÑ
ÂÕÔÙÌËÉ ëÌÅÊÎÁ ÎÁ ÅÅ ÓÒÅÄÎÀÀ ÌÉÎÉÀ; Ç) E | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ (v1; v2) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ×ÅËÔÏÒÏ×,
v1 | ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, B = S2 | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ × R3, p : E → B ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ p(v1; v2) = v1;
Ä*) ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ËÁË × ÐÕÎËÔÅ 1Ç, ÎÏ v2 | ÔÁËÖÅ ×ÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÎÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. Å*) (ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ) E =
S3 = {(z; w) ∈ C2 | |z|2 + |w|2 = 1}, B = CP 1 (ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ), p : E → B ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ
ÆÏÒÍÕÌÅ p(z; w) = [z : w]; Ö*) E | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L ⊂ Rn É
×ÅËÔÏÒÁ v ∈ L; B = G(n; k) (ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × Rn), p(L; v) = L; Ú*) E
| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L ⊂ Rn É ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A : L→ L⊥;
ÚÄÅÓØ L⊥ | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë L, B = G(n; k), Á p : E → B | ÐÒÏÅËÃÉÑ p(L;A) = L. ïÐÉÛÉÔÅ
ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÓÌÕÞÁÊ k = 1 (ËÏÇÄÁ B | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï).
úÁÄÁÞÁ 2*. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ 1Ç É 1Ú ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍ Ë S2 É G(n; k)
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. Â) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÚÁÄÁÞÅ 1Ú, ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ. ÷Ï ÞÔÏ
ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÒÉ n = 2, k = 1 (ÔÁË ÞÔÏ G(2; 1) = CP 1 = S2), É ËÁË ÏÎÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ
ÚÁÄÁÞÉ 1Ç? ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÔÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞÉ 1Ä ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÇÒÕÐÐÅ SO(3) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ
ÍÁÔÒÉÃ 3× 3 Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ.
1. âÕÔÙÌËÁ ëÌÅÊÎÁ
úÁÄÁÞÁ 3. îÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R2 ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ G, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÄ×ÉÇÏÍ A(x; y) = (x+ 1; y) É
ÓËÏÌØÚÑÝÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ B(x; y) = (−x; y+1). Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÒÂÉÔ K ÇÒÕÐÐÙ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ
ÂÕÔÙÌËÅ ëÌÅÊÎÁ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : R2 → K, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ (x; y) ∈ R2

ÅÅ ÏÒÂÉÔÕ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ ÎÁÄ ÂÕÔÙÌËÏÊ ëÌÅÊÎÁ. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �1(K) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ
ÇÒÕÐÐÅ G. Ç*) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �1(K) ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ Ä×ÕÍÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a É b Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ
abab−1 = 1.
õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÄÉÓËÒÅÔÎÁ (ËÁÖÄÁÑ ÅÅ ÔÏÞËÁ
ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÁ).
úÁÄÁÞÁ 4. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 1Á{1Ç (Ô.Å. ×ÙÞÉ-
ÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅÅ ÇÒÕÐÐÙ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ).
úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ p : E → B | ÎÁËÒÙÔÉÅ, Ô.Å. ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÓÌÏÊ F ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÉÓËÒÅÔÅÎ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ
ÔÏÞÎÕÀ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÞÔÏ Á) p∗ : �1(E) → �1(B) | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ; Â) p∗ :
�n(E) → �n(B) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÅÓÌÉ n ≥ 2. ×) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ �n(S1) ÐÒÉ ×ÓÅÈ n.
2. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ
úÁÄÁÞÁ 6*. Á) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ (ÚÁÄÁÞÁ 1Å) ×ÐÌÏÔØ
ÄÏ ÞÌÅÎÁ �2. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÎÅÅ, ÞÔÏ �2(S2) = Z. Â) ëÁËÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐÁÈ ÓÆÅÒ ÍÏÖÎÏ
ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÞÌÅÎÏ× Ó �n, n ≥ 3, × ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ?
úÁÄÁÞÁ 7*. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 1Ä ×ÐÌÏÔØ ÄÏ ÞÌÅÎÁ
�3.

÷ ÚÁÄÁÞÁÈ ÎÉÖÅ p : S3 → CP 1 | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ.
úÁÄÁÞÁ 8**. ðÕÓÔØ � > 0. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A� = {[z : w] ∈ CP 1 | |w=z| ≤ �} É B� = {[z : w] ∈
CP 1 | |w=z| ≥ �} ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ËÒÕÇÁÍ Ó ÏÂÝÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ C� = {[z : w] ∈ CP 1 | |w=z| = �}. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ,
ÞÔÏ CP 1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S2. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ p−1(A�) É p−1(B�) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ
ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÑÍ, Á ÐÒÏÏÂÒÁÚ p−1(C�) | Ä×ÕÍÅÒÎÏÍÕ ÔÏÒÕ.
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úÁÄÁÞÁ 9**. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D = {(z; w) ∈ S3 | w ∈ [0; 1]} ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ËÒÕÇÕ, ÐÒÉÞÅÍ
ÇÒÁÎÉÃÅ ËÒÕÇÁ ÐÒÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ p−1([1 : 0]) ⊂ S3. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a 6= [1 : 0] ÓÌÏÊ p−1(a) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ D ÒÏ×ÎÏ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

çÒÕÐÐÁ SU(2) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ ×ÉÄÁ
(

a b
−b a

)
, ÇÄÅ a; b ∈ C É |a|2 + |b|2 = 1. ïÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ C2

ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ.
úÁÄÁÞÁ 10**. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SU(2) | ÇÒÕÐÐÁ, É ÞÔÏ ÅÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S3 ⊂ C2 ×
ÓÅÂÑ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, SU(2) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÎÁ S3. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ SU(2) ÎÁ S3

ÐÒÏÅÃÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÂÁÚÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ X ∈ SU(2) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ
q(X) : CP 1 → CP 1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ p ◦ X = q(X) ◦ p. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ q ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÎÁ ÔÏÞËÁÈ: ÄÌÑ
ÌÀÂÙÈ u; v ∈ CP 1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ X ∈ SU(2) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ q(X)(u) = v. Ç) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÚÁÄÁÞ 10**×
É 9**Â, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ ÚÁÃÅÐÌÅÎÙ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÚÁÃÅÐÌÅÎÉÑ 1: ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ u ∈ CP 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Du ⊂ S3, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ ËÒÕÇÕ É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p−1(u) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ
ÐÒÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÅ × ÇÒÁÎÉÃÕ ËÒÕÇÁ, Á p−1(v) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v 6= u ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ Du ÒÏ×ÎÏ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.


