
Ëèñòîê 5. Îäíîìåðíûå êâàíòîâûå ñèñòåìû

â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

Âñå çàäà÷è â ýòîì ëèñòêå, êðîìå îòìå÷åííûõ çâåçäî÷êîé, ÿâëÿþòñÿ îáÿçàòåëüíûìè.

Êðàéíèé ñðîê ñäà÷è ïèñüìåííûõ ðåøåíèé � 8 äåêàáðÿ.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

• Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâûì (ñèììåòðè÷å-
ñêèì), åñëè îáëàñòü åãî îïðåäåëåíèÿ DA îáðàçóåò âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî âH (ò.å., DA = H)
è äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ ψ1, ψ2 ∈ DA âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:

(Aψ1, ψ2) = (ψ1, Aψ2).

• Îïåðàòîð A† íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñî âñþäó ïëîòíîé îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ DA ⊂ H, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû âåêòîðîâ ψ ∈ DA, φ ∈ DA† ⊂ H âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî:

(Aψ, φ) = (ψ,A†φ).

Äëÿ ýðìèòîâà îïåðàòîðà A ñ î÷åâèäíîñòüþ âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå DA ⊂ DA† è, êðîìå òîãî,
Aψ = A†ψ ∀ψ ∈ DA. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A† ÿâëÿåòñÿ pàñøèðåíèåì
ýðìèòîâà îïåðàòîðà A: A ⊂ A†.

• Ëèíåéíûé îïåðàòîð A ñî âñþäó ïëîòíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ DA íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿ-
æåííûì, åñëè A = A†, òî åñòü DA = DA† è Aψ = A†ψ ∀ψ ∈ DA (ëþáîé ñàìîñîïðÿæåííûé
îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì).

1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð P = i
d

dx
íà ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ êîìïëåêñíîçíà÷-

íûõ ôóíêöèé âåùåíñòâåííîãî àðãóìåíòà ñ èíòåãðèðóåìûì êâàäðàòîì ìîäóëÿ:

i. L2(−∞,+∞) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (ψ1, ψ2) =
∫+∞
−∞ ψ∗1(x)ψ2(x)dx;

ii. L2[0,+∞) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (ψ1, ψ2) =
∫+∞
0 ψ∗1(x)ψ2(x)dx;

iii. L2[0, 1] ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (ψ1, ψ2) =
∫ 1
0 ψ

∗
1(x)ψ2(x)dx;

Â êà÷åñòâå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ DP â êàæäîì ñëó÷àå âûáåðåì ìíîæåñòâî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ (ïî÷òè âñþäó) ôóíêöèé ψ òàêèõ, ÷òî dψ

dx
∈ L2[a, b], ãäå a è b �

ãðàíèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëîâ â îïðåäåëåíèÿõ i-iii.

Äëÿ êàæäîãî èç ïðîñòðàíñòâ L2[a, b] çàäàíèåì íåêîòîðûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â
a è b íà ôóíêöèè èç DP îïðåäåëèòå:

(a) Ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé D̃P , íà êîòîðîì îïåðàòîð P ýðìèòîâ. Íàéäèòå åãî
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èç D̃P . Ïî-
ñòðîéòå ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð P † (óêàæèòå åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ DP †).

(b) Íàéäèòå ñàìîñîïðÿæåííîå ðàñøèðåíèå îïåðàòîðà P (åñëè îíî ñóùåñòâó-
åò) äëÿ êàæäîãî èç ïðîñòðàíñòâ L2[a, b]. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñàìîñîïðÿæåííîãî ðàñøèðåíèÿ P è óáåäèòåñü, ÷òî
íàáîð ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îáðàçóåò ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð
(áàçèñ) ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ñóùåñòâóåò áîëåå, ÷åì îäíî ñàìîñî-
ïðÿæåííîå ðàñøèðåíèå îïåðàòîðà P .

(d) Íà ïðèìåðå ïðîñòðàíñòâ L2[a, b] ââåäåííûõ â i-iii ïðîèëëþñòðèðóéòå ñëåäó-
þùóþ òåîðåìó îá èíäåêñàõ äåôåêòà ýðìèòîâà îïåðàòîðà:
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Òåîðåìà. Ïóñòü â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H çàäàí ýðìèòîâ îïåðàòîð F .
Îáîçíà÷èì N+ è N− êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
îïåðàòîðà F â ïðîñòðàíñòâå H

Fψ = +iλψ è Fψ = −iλψ,

ñîîòâåòñòâåííî, ãäå λ ∈ R � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, ψ ∈ H. Òîãäà:
• Åñëè N+ = N− = 0, òî îïåðàòîð F ñàìîñîïðÿæåí â H;
• Åñëè N+ = N− = N , òî îïåðàòîð F äîïóñêàåò ñàìîñîïðÿæåííîå ðàñøèðåíèå, ðåà-
ëèçóåìîå íàëîæåíèåì N äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà H;

• Åñëè N+ 6= N−, òî îïåðàòîð F íå èìååò ñàìîñîïðÿæåííîãî ðàñøèðåíèÿ (ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíî ýðìèòîâûì).

2. Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèåØðåäèíãåðà äëÿ îäíîìåðíîé ÷àñòèöû ìàñ-
ñû m â ïîëå ïîòåíöèàëà U(x):

(Hψ)(x) =

(
− ~2

2m

d2

dx2
+ U(x)

)
ψ(x) = E ψ(x),

ãäå U(x) � âåùåñòâåííàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî ðàçðûâîâ ïåðâîãî ðîäà íà èíòåðâàëå (−∞,+∞). Äîêàæèòå, ÷òî:

(a) Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèèE, îòâå÷àþùèå ñîñòîÿíèÿì äèñêðåòíîãî ñïåê-
òðà (ò.å., ψ(x) : ψ′(x) ∈ L2[R]) èìåþò êðàòíîñòü 1. Ñîîòâåòñòâóþøèå ñîá-
ñòâåííûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü âûáðàíû äåéñòâèòåëüíûìè.

(Óêàçàíèå. Ïðåäïîëîæèòå ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ôóíêöèé ψi(x), i = 1, 2, îòâå÷àþùèõ îä-
íîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ E, è èññëåäóéòå ïîâåäåíèå âðîíñêèàíàW (x) = ψ1(x)ψ′

2(x)−
ψ2(x)ψ′

1(x).)

(b) Åñëè ïîòåíöèàë U(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, òî âñå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äèñ-
êðåòíîãî ñïåêòðà èìåþò îïðåäåëåííóþ ÷åòíîñòü.

(c) Ñîñòîÿíèÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îðòîãîíàëüíû ëþáûì äðóãèì ñîáñòâåííûì
ôóíêöèÿì ãàìèëüòîíèàíà H (íå îáÿçàòåëüíî îòâå÷àþùèì ñîñòîÿíèÿì äèñ-
êðåòíîãî ñïåêòðà).

(d) * Ðàññìîòðèì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ψ1(x) è ψ2(x), îòâå÷àþùèå ñîñòîÿíèÿì
äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ñ ýíåðãèÿìè E1 < E2. Äîêàæèòå, ÷òî ìåæäó äâóìÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè ôóíêöèè ψ1(x) îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ õîòÿ áû
îäèí íóëü ôóíêöèè ψ2(x).

3. (a) Íàéäèòå ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè è íîðìèðîâàííûå âîëíîâûå ôóíêöèè ñòà-
öèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé (èíûìè ñëîâàìè, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåí-
íûå âåêòîðà ãàìèëüòîíèàíà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè) äëÿ îäíîìåð-
íîé ÷àñòèöû â áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå øèðèíû a:

U(x) =

{
0 ïðè 0 ≤ x ≤ a,
+∞ ïðè x < 0 è x > a.

(b) Îïðåäåëèòå â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è äèñïåðñèè êîîðäèíàòû
è èìïóëüñà ÷èñòèöû.

(c) Äëÿ ñîñòîÿíèÿ, çàäàâàåìîãî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âîëíîâîé ôóíê-
öèåé ψ(x) = Ax(x − a) ïðè 0 ≤ x ≤ a (A � íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà),
ψ(x) = 0 ïðè x > a è x < 0, íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ðàçëè÷-
íûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè ÷àñòèöû è åå ñðåäíåå çíà÷åíèå.
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4. (a) Ïîñòðîéòå íàáîðû ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ñòàöèîíàðíûõ
ñîñòîÿíèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà äëÿ îäíîìåðíîé ÷àñòèöû â ïðÿìîóãîëüíîé
ïîòåíöèàëüíîé ÿìå øèðèíû a:

U(x) =

{
−U0 < 0 ïðè |x| ≤ a/2,
0 ïðè |x| > a/2.

(b) Íàéäèòå óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ çíà÷åíèé ýíåðãèè ÷àñòèöû. Óáåäèòåñü, ÷òî
îñíîâíîå ñîñòîíèå ÷àñòèöû (ñîñòîÿíèå ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì ýíåðãèè)
èìååò ÷åòíóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ, è ÷òî ÷åòíûå è íå÷åòíûå âîëíîâûå ôóíê-
öèè ÷åðåäóþòñÿ ñ âîçðàñòàíèåì ýíåðãèè. Äîêàæèòå, ÷òî ÷àñòèöà èìååò ðîâ-
íî N ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé (ñîñòîÿíèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà) â ñëó÷àå, åñëè
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

N − 1 <
a
√

2mU0

π~
≤ N .

5. * Òóííåëüíûé ýôôåêò. Ïîñòðîéòå ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðå-
äèíãåðà äëÿ îäíîìåðíîé ìàññèâíîé ÷àñòèöû, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ ïðÿìîóãîëü-
íûì ïîòåíöèàëüíûì áàðüåðîì

U(x) =

{
U0 > 0 ïðè 0 ≤ x ≤ a,
0 ïðè x < 0 è x > a,

êîòîðîå çàäàåò â îáëàñòè x > a âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ íàïðàâî:

ψ(x) = S ei
√
εx, ãäå ε =

2mE

~2
, S = const,

à â îáëàñòè x < 0 êîìïîçèöèþ äâóõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ - íàëåòàþùåé ñëåâà íà áàðüåð è îòðàæåííîé:

ψ(x) = ei
√
εx +Re−i

√
εx, R = const .

Êàê îáúÿñíÿåòñÿ òàêàÿ èíòåðïåðòàöèÿ?

Âû÷èñëèòå êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ âîëíû ÷åðåç áàðüåð |S|2.

(a) â ñëó÷àå E < U0,

(b) â ñëó÷àå E > U0.
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