
úÁÄÁÞÉ �Ï ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÇÒÕ��ÁÍ 3, 21.11.2011{05.12.20110. ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Q ÎÁ V �ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÄÏ ÆÏÒÍÙ �Q ÎÁ �•V ÆÏÒÍÕÌÏÊ �Q(v1 ∧ : : :∧ vk; w1 ∧ : : :∧wk) = det (Q(vi; wj)). ï�ÅÒÁÔÏÒ ÌÅ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ u ∈ �•V ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ `(u), Á ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ ÅÍÕ(ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �Q) Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �(u) : �•V → �•V . a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ v; w ∈ V ⊂ �•VÉÍÅÅÍ `(v)�(w)+�(w)`(v) = Q(v; w). b) ðÏÌÏÖÉÍ (v) := `(v)+�(v). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (v)2 = Q(v; v). úÎÁÞÉÔ,ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v 7→ (v); V → End�•V , �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÒÆÉÚÍÁ  : C(Q) → End�•V; v1 · · · vk 7→(`(v1) + �(v1)) ◦ : : : ◦ (`(vk) + �(vk)). ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  : C(Q) → �•; x 7→ (x)(1), Ñ×ÌÑÅÔÓÑÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, Á ÎÅ ÁÌÇÅÂÒ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ).1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ �ÅÎÔÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ C(Q) Ó Þ£ÔÎÏÊ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ C+ ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ ÓËÁÌÑÒÏ× C; b) ÅÓÌÉ x ∈ C− ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ x · v = −v · x ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ v ∈ V , ÔÏ x = 0.2. ðÕÓÔØ C(p; q) | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ó p �ÌÀÓÁÍÉ É q ÍÉÎÕÓÁÍÉ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) C(0; 1) ≃ C; b) C(0; 2) ≃ H; ) C(n; n) ≃ Matn(R); d) C(n + 1; n) ≃ Matn(R)⊕Matn(R);e) C(p; q) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÏÄÎÏÍÕ ÉÌÉ Ä×ÕÍ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÁÍ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ R;C ÉÌÉ H.3. a) ðÕÓÔØ v; w ∈ V ; Q(v; v) = Q(w;w) 6= 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ v ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ × w ÌÉÂÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ,ÌÉÂÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ Ä×ÕÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ; b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ O(V ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2 dimV ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒ Spinm(C) ÒÁ×ÅÎ a) {±1}, ÅÓÌÉ m ÎÅÞ£ÔÎÏ; b) {±1;±!}, ÅÓÌÉ m = 2n Þ£ÔÎÏ, É! = (−2i)−n(v1 · vn+1 − vn+1 · v1) : : : (vn · v2n − v2n · vn).5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÏÂÒÁÚ Ó�ÉÎÏÒÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Spin → GL(S) ÌÅÖÉÔ × SL(S); b) ÅÓÌÉ m = 4n,ÔÏ ÏÂÒÁÚÙ �ÏÌÕÓ�ÉÎÏÒÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Spin → GL(S±) ÌÅÖÁÔ × SL(S±).6. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ � ÎÁ Ó�ÉÎÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å S = �•L : �(s; t) :=pr(�(s)∧ t). úÄÅÓØ �(v1 ∧ : : :∧ vr) := vr ∧ : : :∧ v1 | ÁÎÔÉÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑ, Á pr | �ÒÏÅË�ÉÑ ÎÁ ÓÔÁÒÛÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ�topL ≃ C. ðÕÓÔØ m = 2n. a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(s; t)f = �(s · f) · t · f ÄÌÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊf ∈ �nL′, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Spin(Q) ÎÁ S ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ �. b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ � ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ(ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ), ÅÓÌÉ n ≡ 0; 3 (mod 4) (n ≡ 1; 2 (mod 4)). ) åÓÌÉ n ÎÅÞ£ÔÎÏ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ �|S± ≡ 0.d) åÓÌÉ n Þ£ÔÎÏ, �ÏÌÕÓ�ÉÎÏÒÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Spin2n → SO2n−1 �ÒÉ n ≡ 0 (mod 4)É Spin2n → Sp2n−1 �ÒÉ n ≡ 2 (mod 4). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Spin8 ÉÍÅÅÔ ÅÝ£ Ä×Á ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ × SO8, ÎÅ ÓÞÉÔÁÑÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó�ÉÎÏÒÎÙÅ (�ÏÌÕÓ�ÉÎÏÒÎÙÅ) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Á) Spin2 ∼= GL(S+) =GL1 = C∗; b) Spin3 ∼= SL(S) = SL2; ) Spin4 ∼= SL(S+)× SL(S−) = SL2 × SL2; d) Spin5 ∼= Sp(S) = Sp4;e) Spin6 ∼= SL(S+) = SL4.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Q(v; v) = Q(w;w) = −1; Q(v; w) = 0, ÔÏ �ÕÔØ t 7→ (os(t)v + sin(t)w) · (os(t)v −sin(t)w); 0 ≤ t ≤ �=2, ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ −1 É 1 ∈ Spin(Q).9. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Cm ÁÌÇÅÂÒÕ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Qm ÎÁ Cm. ÷ÌÏÖÅÎÉÅ C2n =L⊕L′ × C2n+1 = L⊕L′⊕U ÚÁÄÁ£Ô ×ÌÏÖÅÎÉÅ C2n × C2n+1 É Spin2n × Spin2n+1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, C2n+1 = L⊕L′⊕U×ÌÏÖÅÎÏ × C2n+2 = L ⊕ L′ ⊕ U1 ⊕ U2, ÇÄÅ U1 ⊕ U2 = C ⊕ C ÓÎÁÂÖÅÎÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ h(11; 11) =h(12; 12) = 0; h(11; 12) = 1, a U = C ×ÌÏÖÅÎÏ × U1 ⊕ U2 ÔÁË, ÞÔÏ 1 �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × (1=√2; 1=√2). �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, C2n+1 ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × C2n+2, a Spin2n+1 | × Spin2n+2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ Ó�ÉÎÏÒÎÏÇÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ S ÇÒÕ��Ù Spin2n+1 ÎÁ Spin2n ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÓÕÍÍÅ �ÏÌÕÓ�ÉÎÏÒÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ S+ ⊕ S−ÇÒÕ��Ù Spin2n. b) ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÂÏÉÈ �ÏÌÕÓ�ÉÎÏÒÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Spin2n+2 ÎÁ Spin2n+1 ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓ�ÉÎÏÒÎÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ Spin2n+1.10. ðÕÓÔØ V = L ⊕ L′ | 8-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ Q. ëÁË ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÁÅÔÓÑ × õ�ÒÁÖÎÅÎÉÉ 6d), �ÏÌÕÓ�ÉÎÏÒÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ S± ÓÎÁÂÖÅÎÙ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉÆÏÒÍÁÍÉ Q±. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ × �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ P(V );P(S±) ÞÅÒÅÚ
Q;Q±. äÅÊÓÔ×ÉÅ V ⊂ C(Q) ÎÁ �•L = S+⊕S− �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ S+ × S− É ÎÁÏÂÏÒÏÔ: V ×S+ → S−; V ×S− → S+.a) ðÕÓÔØ s+ ∈ S+; ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {v ∈ V : v · s+ = 0} | ÜÔÏ ÉÚÏÔÒÏ�ÎÁÑ 4-�ÌÏÓËÏÓÔØ × V , Ô.Å. 3-�ÌÏÓËÏÓÔØ
P3s+ ⊂ Q. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ s− ∈ Q

− ÚÁÄÁ£Ô 3-�ÌÏÓËÏÓÔØ P3s− ⊂ Q. b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑÉÚÏÔÒÏ�ÎÁÑ 3-�ÌÏÓËÏÓÔØ P3 ⊂ Q �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÙÛÅÏ�ÉÓÁÎÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÊ.1



11. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ S+×S− → V; s+×s− 7→ s+·s−, ÕÓÌÏ×ÉÅÍ Q(v; s+·s−) = Q−(v·s+; s−). �Å�ÅÒØÍÏÖÎÏ �Ï×ÔÏÒÉÔØ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ 10 É �Ï ÔÏÞËÅ s− ∈ Q− �ÏÓÔÒÏÉÔØ 3-�ÌÏÓËÏÓÔØ P3s− ⊂ Q
+, É×ÏÏÂÝÅ, �Ï ÔÏÞËÅ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÔÒ£È Ë×ÁÄÒÉË �ÏÓÔÒÏÉÔØ 3-�ÌÏÓËÏÓÔØ × ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ: Á) ÔÏÞËÅ v ∈ Q ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ 3-�ÌÏÓËÏÓÔÉ

{L± ∈ Q
± : L± ∋ v}; b) ÔÏÞËÁ L± ∈ Q

± ÕÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 3-�ÌÏÓËÏÓÔØÀ × Q, É ÅÊ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ3-�ÌÏÓËÏÓÔØ {L∓ ∈ Q
∓ : L± ∩ L∓ = P2}. �ÁË �ÒÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÉÁÌØÎÏÓÔØ: Out(Spin8) = S3.12. õÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÚ õ�ÒÁÖÎÅÎÉÊ 10, 11 ÚÁÄÁÀÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ öÏÒÄÁÎÁ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÎÅÁÓÓÏ-Á�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ) ÎÁ A = V ⊕S+⊕S−. ï�ÅÒÁ�ÉÑ (v; s+; s−) 7→ Q−(v · s+; s−) ÚÁÄÁ£Ô ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ËÕÂÉÞÅÓËÕÀ(ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÕÀ) ÆÏÒÍÕ � ÎÁ A. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÔÒÅÔØÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ J : V → S+ → S− → VÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ×ÙÂÅÒÅÍ v0 ∈ V; s+0 ∈ S+ : Q(v0; v0) = 1 = Q+(s+0 ; s+0 ) É �ÏÌÏÖÉÍ s−0 := v0 · s+0 , ÔÁËÞÔÏ Q−(s−0 ; s−0 ) = 1. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ ' : S+ ↔ S−; V ↔ V; '(s+) = v0 · s+; '(v) = 2Q(v; v0)v0 − v, É : V ↔ S−; S+ ↔ S+;  (v) = v · s+0 ;  (s+) = 2Q+(s+; s+0 )s+0 − s+. îÁËÏÎÅ�, J := ' ◦  . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ JÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ A, ËÕÂÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕ � É ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Q⊕Q+ ⊕Q−.13. a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÇÒÕ��Ù Spin8 ÅÓÔØ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÔÒÅÔØÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ j ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ Spin8:V J−−−→ S+ J−−−→ S− J−−−→ V�(g)

y

�+(j(g))
y

�−(j2(g))
y

�(g)
yV −−−→J S+ −−−→J S− −−−→J Vb) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ j : so8 → so8 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÒÑÄËÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ x ∈ so8; v ∈V; s+ ∈ S+; s− ∈ S−; ÉÍÅÅÍ �(x(v); s+; s−) + �(v; jx(s+); s−) + �(v; s+; j2x(s−)) = 0.


