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Çàäà÷è, îòìå÷åííûå çâåçäî÷êîé, íóæíî ñäàòü ïèñüìåííî. Êðàéíèé ñðîê ñäà÷è âñåõ

çàäà÷ (ïèñüìåííûõ è óñòíûõ) � 28.11.
Çàäà÷à 1. * Ãåññèàíîì ôóíêöèè p(x, y) íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü
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Åñëè p � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 3, òî åãî ãåññèàí ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé
ôîðìîé îò x è y. Êàê ýòà ôîðìà ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíÿõ êîîðäèíàò èç SL2(R)? Âåðíî
ëè, ÷òî äèñêðèìèíàíò ýòîé ôîðìû ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ìíîãî÷ëåíà p?
Çàäà÷à 2. Ïóñòü L1 è L2 � êîìïëåêñíûå ïðÿìûå â Cn+1, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç 0, à S2n+1

� åäèíè÷íàÿ ñôåðà, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì
n∑

j=0

|Zj |2 = 1.

Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòè S1 = S2n+1∩L1 è S2 = S2n+1∩L2. Äîêàæèòå, ÷òî åâêëèäîâî
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x ∈ S1 äî áëèæàéøåé òî÷êè îêðóæíîñòè S2 íå çàâèñèò îò âûáîðà
òî÷êè x.
Çàäà÷à 3. * Ïóñòü (·, ·) � åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà Cn+1, èíâàðèàíò-
íîå îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà i. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìà [Z, W ] = (Z, iW ) ÿâëÿåòñÿ
ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé íà Cn+1, è ÷òî ôîðìà 〈Z, W 〉 = (Z, W ) + i[Z,W ] ÿâëÿåòñÿ
ýðìèòîâîé ôîðìîé, òî åñòü 〈Z, W 〉 = 〈W,Z〉 è

〈λ1Z1 + λ2Z2,W 〉 = λ1〈Z1, W 〉+ λ2〈Z2,W 〉, ∀ λ1, λ2 ∈ C,

à òàêæå ÷òî 〈Z, Z〉 = (Z,Z).
Çàäà÷à 4. * Ïóñòü (·, ·) � ñòàíäàðòíîå åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà Cn+1, òî
åñòü (Z, Z) =

∑ |Zj |2, à 〈·, ·〉 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýðìèòîâà ôîðìà. Ðàññìîòðèì ïðîèç-
âîëüíûé âåêòîð W ∈ Cn+1. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîð pZ(W ) = W −〈W,Z〉Z îðòîãîíàëåí
êàê âåêòîðó Z, òàê è âåêòîðó iZ, â ñìûñëå ôîðìû (·, ·). Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêóþ
ïðîåêöèþ π : Cn+1 → CPn. Ïîñòðîéòå èçîìîðôèçì ìåæäó êàñàòåëüíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì ê CPn â òî÷êå π(Z) è ïðîñòðàíñòâîì pZ(Cn+1), ãëàäêî çàâèñÿùèé îò Z.
Çàäà÷à 5. Îïðåäåëèì åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå gq(·, ·) íà TqCPn êàê îãðà-
íè÷åíèå ñòàíäàðòíîãî åâêëèäîâîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (·, ·) íà pZ(Cn+1), ãäå
q = π(Z). Ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà i.
Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó íà TqCPn ÷åðåç ω̃q. Òàêèì îá-
ðàçîì, îïðåäåëåíà 2-ôîðìà ω̃ íà CPn. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ôîðìà ñîâïàäàåò ñ ñèìïëåê-
òè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íà CPn, ïîñòðîåííîé íà ëåêöèè.
Çàäà÷à 6. Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè, òî åñòü ãðóïïà, ÿâëÿþùàÿñÿ îäíîâðåìåííî ãëàäêèì
ìíîãîîáðàçèåì, ïðè÷åì óìíîæåíèå è âçÿòèå îáðàòíîãî ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè îïåðàöè-
ÿìè. Ëåâîèíâàèàíòíûì âåêòîðíûì ïîëåì íà G íàçûâàåòñÿ òàêîå âåêòîðíîå ïîëå ξ
íà G, êîòîðîå íå ìåíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ ëåâûõ ñäâèãàõ Lg : h 7→ gh, g ∈ G, ò.å. L∗ξ = ξ
äëÿ ëþáîãî ëåâîãî ñäâèãà L = Lg. Ïðîâåðüòå, ÷òî êîììóòàòîð ëåâîèíâàðèàíòíûõ
âåêòîðíûõ ïîëåé ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûì âåêòîðíûì ïîëåì.
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